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RESUMO

O presente trabalho estuda esquemas assimétricos (“‘upwind”) aplicados a solugédo de
problemas aeronauticos e aeroespaciais. Os algoritmos de Harten, de Frink, Parikh e Pirzadeh,
de Liou e Steffen e de Radespiel e Kroll, todos de primeira ordem de precisao espacial, séo
estudados. Os algoritmos de Harten e de Frink, Parikh e Pirzadeh sado do tipo separagao de
diferencas de fluxo e solugbes mais precisas sdo esperadas. Em contrapartida, os algoritmos
de Liou e Steffen e de Radespiel e Kroll sdo do tipo separagéo de vetores de fluxo e esquemas
mais robustos sdo esperados. As equacdes de Euler na forma conservativa, empregando uma
formulacdo de volumes finitos e uma discretizacdo espacial estruturada, no espaco
bidimensional, sdo resolvidas. Um método de separagdo temporal ou um método de Runge-
Kutta de cinco estagios € utilizado para realizar a marcha no tempo dos esquemas numéricos.
Os problemas fisicos de estado estacionario dos escoamentos transdnicos ao longo de um
bocal convergente-divergente e em torno de um aerofélio NACA 0012, e do escoamento
hipersonico de “gas frio” em torno de uma configuragdo de dupla elipse sdo estudados. Um
passo no tempo variavel espacialmente € empregado a fim de acelerar o processo de
convergéncia. Este trabalho apresenta a teoria envolvendo a implementacdo numérica dos
algoritmos mencionados. A continuagcéo deste artigo, “RESULTADOS FINAIS”, apresenta os
resultados numéricos obtidos pelos esquemas na simulagdo dos problemas fisicos
supracitados. Como conclusdo, os esquema de Harten e de Frink, Parikh e Pirzadeh
apresentam as solugées mais criticas € mais precisas em relagdo aos outros esquemas
testados.

Palavras-Chaves: Algoritmo de Harten, Algoritmo de Frink, Parikh e Pirzadeh, Algoritmo de
Liou e Steffen, Algoritmo de Radespiel e Kroll, Equagdes de Euler.



1. INTRODUGAO

Algoritmos simétricos tém sido extensivamente empregados para resolver uma ampla
variedade de problemas (Kutler [1]). Algoritmos convencionais sdo de certa forma nao
confiaveis no sentido de que para cada problema fisico diferente (e, algumas vezes, para todo
caso diferente na mesma classe de problemas) termos de dissipacdo artificial necessitam ser
especialmente ajustados e apropriadamente escolhidos para convergéncia. Também,
problemas complexos com ondas de choque e gradientes de pressdo elevados devido a

expansao e a compressao podem impossibilitar a solugdo completamente.

Esquemas assimétricos (do inglés: “upwind”) sdo em geral mais robustos, porém sao também
mais envolvidos nas suas derivagdes e aplicagdes. Alguns esquemas assimétricos que tém
sido aplicados para as equacdes de Euler sdo: Harten [2], Frink, Parikh e Pirzadeh [3], Liou e

Steffen [4] e Radespiel e Kroll [5]. Comentarios sobre estes métodos sao descritos abaixo:

Harten [2] desenvolveu uma classe de novos esquemas de diferencas finitas, explicitos e com
segunda ordem de precisdo no espago, para o calculo de solugdes fracas das leis de
conservagao hiperbdlicas. Estes esquemas altamente nao lineares eram obtidos pela aplicagéao
apropriada de uma funcao de fluxo modificada a um esquema nao oscilatério de primeira
ordem. Os esquemas de segunda ordem assim derivados alcangavam alta resolugao,

enquanto preservavam a propriedade de robustez do esquema de primeira ordem original.

Frink, Parikh e Pirzadeh [3] propuseram um novo esquema, ndo estruturado e assimétrico, para
a solucao das equacdes de Euler. Eles testaram a precisdo e a utilidade deste esquema na
analise de escoamentos ndo viscosos em torno de duas configuracbes de aeronaves: uma
configuragdo de transporte, com turbinas, e outra configuragdo civil de alta velocidade. Bons

resultados foram obtidos.

Liou e Steffen [4] propuseram um novo esquema de separagdo de vetores de fluxo. Eles
afirmaram que seu esquema era simples e sua precisdo era equivalente e, em alguns casos,
melhor do que a precisao do esquema de Roe [6] na solugdo das equagbes de Euler e de
Navier-Stokes. O esquema era robusto e solugdes convergidas eram obtidas tdo rapidamente
quanto no esquema de Roe [6]. Os autores propuseram a definicdo aproximada de um numero
de Mach de adveccgédo na face da célula, empregando valores de suas células vizinhas via
velocidades caracteristicas associadas. Este numero de Mach de interface era assim usado

para determinar a extrapolagao assimétrica dos termos convectivos.

Radespiel e Kroll [5] enfatizaram que o esquema de Liou e Steffen [4] tinha seus méritos de
baixa complexidade computacional e baixa difusdo numérica quando comparado com outros
métodos. Eles também mencionaram que o método original tinha varias deficiéncias:
oscilagcbes de pressdo locais na proximidade de ondas de choque, problemas de malha
adversa e com alinhamento do escoamento. No trabalho de Radespiel e Kroll [5], um esquema
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de separagdo de vetores de fluxo hibrido, que alternava entre os esquemas de Liou e Steffen
[4] e de Van Leer [7] em regides de onda de choque, foi proposto, assegurando que a

resolugédo de choques intensos era limpa e claramente definida.

Em Maciel [8], a primeira parte deste estudo, os algoritmos de Harten [2] e de Radespiel e Kroll
[5] foram aplicados a solugao de problemas aeronauticos e aeroespaciais. As equagdes de
Euler, empregando uma formulagdo de volumes finitos e uma discretizagdo espacial
estruturada, no espaco bidimensional, foram resolvidas. Os problemas fisicos do escoamento
supersonico ao longo de uma rampa e em torno de uma geometria de um corpo rombudo
foram estudados. Os resultados demonstraram que o esquema de Radespiel e Kroll [5] provia
0s campos de pressédo mais criticos, como também solugbes mais precisas, em comparagao

com resultados tedricos, do que o esquema de Harten [2].

Em Maciel [9], também compreendendo a primeira parte deste estudo, os esquemas de Frink,
Parikh e Pirzadeh [3] e de Liou e Steffen [4] foram estudados. As equacgdes de Euler foram de
novo resolvidas, empregando uma formulacdo de volumes finitos e uma discretizagdo espacial
estruturada, em duas dimensodes. Os problemas fisicos do escoamento supersdnico ao longo
de uma rampa e em torno de uma geometria de um corpo rombudo foram estudados. Os
resultados demonstraram que o esquema de Liou e Steffen [4] provia campos de pressdo mais

criticos e solugbes mais precisas, em comparagao com resultados tedricos.

Neste trabalho, os algoritmo de Harten [2], de Frink, Parikh e Pirzadeh [3], de Liou e Steffen [4]
e de Radespiel e Kroll [5] sdo implementados, em um contexto de volumes finitos e utilizando
uma discretizacdo espacial estruturada e assimétrica, para resolver as equacdes de Euler em
duas dimensbes. Os esquemas de Harten [2] e de Frink, Parikh e Pirzadeh [3] sdo do tipo
separagao de diferencas de fluxo, enquanto os esquemas de Liou e Steffen [4] e de Radespiel
e Kroll [5] sdo do tipo separagdo de vetores de fluxo. Os problemas fisicos de estado
estacionario dos escoamentos transénicos ao longo de um bocal convergente-divergente e em
torno de um aerofélio NACA 0012, e do escoamento hipersdnico de “gas frio” em torno de uma
configuragdo de dupla elipse sdo estudados. Os esquemas implementados s&o de primeira
ordem de precisdo espacial. Um procedimento de passo no tempo variavel espacialmente é
empregado para acelerar a convergéncia dos algoritmos para a solucdo de estado
estacionario. Ganhos de convergéncia efetivos com este procedimento sdo demonstrados em

Maciel [10]. Este trabalho é a segunda parte do estudo descrito em Maciel [8-9].

2. EQUAGOES DE EULER

O movimento do fluido é descrito pelas equagdes de Euler, que expressam a conservagao de
massa, de quantidade de movimento linear e de energia para um meio nao viscoso, néo
condutor de calor e compressivel, na auséncia de forgas externas. Na forma integral e

conservativa, estas equagdes podem ser representadas por:

Edisson Savio de Gées Maciel / Comparacéo entre Algoritmos de Separagéo de Vetores de Fluxo e de Diferencgas de
Fluxo de Primeira Ordem na Solugao das Equagdes de Euler em Duas Dimensdes — Teoria



o/t [QaV + [ [E I, +Felny s =0 )

com Q escrito para um sistema Cartesiano, V é o volume da célula, n, e n, sdo as
componentes Cartesianas do vetor unitario normal a face de fluxo, S é a drea de fluxo e Ec e F,

sdo as componentes do vetor de fluxo convectivo. Os vetores Q, E. e F, sdo dados por:

p pu pv
2
u u- + uv
Q=" g =Y TPL e p o) PV L 2)
pV puv PV +p

e (e+plu (e+ph

sendo p a densidade do fluido; u e v as componentes Cartesianas do vetor velocidade nas
direcOes x e y, respectivamente; e a energia total do fluido; e p é a presséo estatica do fluido.

As equagdes de Euler foram adimensionalizadas em relagdo a densidade de estagnacao, p*, e
em relagdo a velocidade critica do som, a*, para o problema do bocal, e em relacdo a
densidade de escoamento livre, p.,, € em relagao a velocidade do som de escoamento livre, a,,

para os problemas do aerofélio e da dupla elipse. O sistema matricial das equacgdes de Euler é
fechado com a equagdo de estado de um gas perfeito p = («/—1)[e—0,5p(u2 +v2)J eyéa

razao entre calores especificos. A entalpia total é determinada por H= (e + p)/p .

3. ALGORITMO DE HARTEN [2]

O algoritmo de Harten [2], com precisdo espacial de primeira ordem, é especificado pela
determinagéo do vetor de fluxo numérico na interface (i+1/2,j). Sua extensao para a interface
(i,j+1/2) é direta, sem complicagbes adicionais.

Os volumes das células a direita e a esquerda da interface de fluxo, como também o volume na
interface, necessarios para a mudancga de coordenadas, segundo uma formulagao de volumes
finitos, que é equivalente a um sistema de coordenadas generalizadas, sao definidos por:

Vo =Viujs Ve =V e Vig =05(Vp +Ve), 3)

em que “D” e “E” representam estados a direita e a esquerda da interface de fluxo,

respectivamente. O volume de uma célula é definido por:
Vij = 015|(Xi,j - Xi+1,j))/i+1,j+1 + (Xi+1,j - Xi+1,j+1)Yi,j + (Xi+1,j+1 ~ Xij Vist

0!5|(Xi,j ~ X j+H1 )Y| j+1 + ( Xis1 L+ T |J+1 )yll ( |J+‘I i+1,j+1]

onde uma célula computacional e suas faces de fluxo sdo definidas na Fig. 1.
As componentes de area na interface de fluxo sdo definidas por: S, ,, =s,S e S

+

(4)

y_int = Sys )

- - - o v (2 L o200
onde s, e s, sdo definidas como: s, =s,/S e sy—sy/S, sendo S—(sx+sy) .

y
Expressdes para s e sy, que representam as componentes S, e S, sempre adotadas no
sentido positivo, sdo fornecidas na Tab. 1.

Os termos de métrica para este sistema de coordenadas generalizadas sédo definidos como:
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h = Sx_int /I/int ’ hy = Sy_int/l/int e hn = S/I/int . (5)

+1) i5+1/2 (1+1,1+1)

142, 102,

X
(1.1)

Ly 1-1/2 i+l

Figura 1 Célula computacional.

Tabela 1 Valores Normalizados de sx e s,.

Superficie Sx Sy
172 ~(Vier; - vij) T
i+1/2,] Victor = Viers) (it = Xisjur)
i,j+1/2 Vijs1 = Yijor) (X401 = Xijun)
25 Vit - i) (X1 = x3)

As propriedades calculadas na interface de fluxo sdo obtidas ou por média aritmética ou pela
média de Roe [6]. Neste trabalho, a média aritmética foi empregada:
Pint = 05(pp + PE)’ Uint = O’S(UD + UE)’ Vint = O’S(VD + VE) e Hi =015(HD +He). (6)

Qjnt = \/(Y - 1)lHint - O=5(ui2nt + V%t )J , (7)
em que aj € a velocidade do som na interface de fluxo. Os autovalores das equacdes de Euler,
na direcao &, sao definidos por:

Ucont = Uinthx + Vinthys Aq =Ugont —@inthns Ao =A3 =Ugeny € Ay =Uggn +@j5h, - (8)
Os saltos das variaveis conservadas, necessarias a construgdo da fungédo de dissipacao de

Harten [2], sdo fornecidos por:
Ae = Vi (eD —€E ) Ap= Vint(PD —PE)’ A(PU) = Vint[(pu)D _(pU)E] e A(PV) = Vint[(pV)D _(PV)E]- 9

Os vetores o na interface (i+1/2,j) séo calculados pelas seguintes expressoes:

o' =05(@a—-bb), a®? =Ap-aa, a®=cc e a*=05(@a+bb). (10)
com:
aa = (y - 1)/a§1t lAe + 0,5(U§]t + vi2nt )Ap - uimA(pu)— vimA(pv)J; (11)
bb = 1/ [ Alpu) — (Ui + Vi Jp + 1, A(pV)]; (12)
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CCZh'XA(pV) (h yUint — h'xvint)Ap_h'yA(pu); (13)
he =h/h, and h,=h, /h, . (14)

A funcdo de dissipagdo de Harten [2] € construida empregando a matriz de autovetores a

direita da matriz Jacobiana de fluxo normal a face:

1 1 0 1
~h, U -h, +ha
Ri+1/2’j Uint hxamt int h'y Uint h int ’ (15)
Vint yamt Vint X Vint + a|nt
|-gnt h ulntalnt h Vlnlall’lt Os(ulnt+vlnt) h Vlnt h L‘||nt Hint"'h ulntatnt+h Vlnlalnt
A condigao de entropia, determinada pela fungéo vy, é implementada da seguinte forma:
At -2 |z, if |Z,| 2 8; (16)
"V T 0522 4825, iffz)| <5

com “I” variando de 1 a 4 (bidimensional) e &; assumindo valor 0,2 recomendado por Harten [2].

A fungdo de dissipagao de Harten [2] é construida pelo seguinte produto matriz-vetor:
{DHarten }i+1/2,j = [R]i+1/2,j {— Wa/Ati,j }i+1/2,j . (17)
O vetor de fluxo numérico convectivo para a interface (i+1/2,j) € descrito por:
il 2) = ER -+ Fy Wi + 08D, com: B, - 08EY +EY) e £ - 05F( +FY). (18)

A integragéo temporal utiliza o método da separagéo no tempo, de primeira ordem de precisao,

que divide a integracdo em dois passos, cada um associado com uma dire¢éo espacial:

AQ;j = _Ati,j/vi,j (Firluz,j _Firl1/2,j); Q Qn +AQ; (19)

Ij’

AQTT" =~ Aty /Vi; (R Fie ~Fiuz): Q' =Qj +aQT". (20)

4. ALGORITMO DE FRINK, PARIKH E PIRZADEH [3]
Neste esquema, de primeira ordem de precisédo espacial, o vetor de fluxo numérico é calculado
empregando o método de separacgao de diferencas de fluxo de Roe [6]. O fluxo que cruza cada

face de célula (i+1/2,j) é calculado usando a formula de Roe [6]:

Fiaizj = 12 lF(QE )+F(Qp) - W(QD -Qe )J . (21)

i+1/2,]

A matriz A é determinada na avaliagdo de A =0F/o6Q, com as propriedades do escoamento

obtidas pela média de Roe [6]:

P =+/PePp > (UE +UD\/pD/pE)/(1+\/pD/pE) and V= (VE+VD\/pD/pE)/(1+\/pD/pE) (22)
A = (He +Hopo/pe )1+ Jpo/pe) and 3% = (y—1ffi-05(H2 + 72| (23)

de tal forma que F(QD)—F(QE)=A(QD —QE) € satisfeita exatamente. Introduzindo as

matrizes de diagonalizagdo R e R e a matriz diagonal de autovalores A, a matriz ‘A‘ e
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definida como ‘fk‘ - ~‘K‘§‘1. O termo

Al@o - ae) - RiAR"aQ (24)

na férmula do vetor de fluxo numérico de Roe [6], pode ser escrita em termos de trés

componentes de fluxo, cada uma associada com um autovalor distinto:

Depp = ‘Aﬁ‘ 4 ‘AE‘ 4 ‘AE‘ , (25)
em que:
1 0 1
u — ~ ~
R O IR BV AR Cte i D
;V AU+ VAV —UAU H+U3

com U=Un, +Vn,, AU=n,Au+n,Av e A()=().q1; - ()i, para a interface (i+1/2,j), por

y J
exemplo. O vetor de fluxo numérico na interface (i+1/2,j) é definida como:

FO = EOS, o +FUS, o) 050068 112, (27)

onde “I" varia de 1 a 4; E!} e F{) s&o definidos de acordo com a Eq. (18) e as componentes de

area de fluxo, como também a area de fluxo, sdo definidos conforme Tab. 1. A integragédo

temporal emprega um método explicito de Runge-Kutta de cinco estagios com forma geral:

Q' = Qi
QY = Q¥ —a, At/V;; <l ), (28)
Qi =af

comk=1,..5 a4=1/4, a, = 1/6, a3 = 3/8, ay = 1/2 e as = 1; e C é a aproximacgao discreta da

integral de fluxo que contém as contribui¢ées dos vetores de fluxo em cada interface.

5. ALGORITMO DE LIOU E STEFFEN [4]
A aproximacao da Equacgao integral (1) para um volume finito retangular produz um sistema de
equacobes diferenciais ordinarias com respeito ao tempo:

Vi,j in,j /dt = _Ri (29)

g
com R;; representando o fluxo liquido (residuo) de conservagdo de massa, de quantidade de
movimento linear e de energia no volume V;;. O residuo € calculado como:

Rij =Ri2j ~Riajzj +Rijaa2 —Rija2, (30)

com R;,4/2; =Ri4/2;, €M que “c” esta relacionado com a contribuigdo convectiva.

O fluxo convectivo discreto calculado pelo esquema AUSM (“Advection Upstream Splitting
Method”) pode ser interpretado como uma soma da média aritmética das propriedades dos

estados a esquerda (E) e a direita (D) da face de célula (i+1/2,j), entre as células (i,j) e (i+1,)),
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ponderado pelo nimero de Mach da interface, e um termo escalar dissipativo, como mostrado
em Liou e Steffen [4]. Assim,

pa pa pa pa 0
1 pau pau 1 pau pau S,p
12 =S = i + ——i1y2i - + , 31
RI+1/2,J |S|,+1/2’J 2M+1/2,J pav pav 2¢I+1/2,] pav pav Syp ( )
paH £ paH b paH b paH £ 0 112,

A quantidade “a” representa a velocidade do som, definida como a=,/yp/p . Mis1/2j define o
numero de Mach advectivo na face (i+1/2,j), que é calculado de acordo como Liou e Steffen [4]:
Mi,1/2; = Mg +Mp, (32)

onde os numeros de Mach separados M*" sao definidos por Van Leer [7]:

M, seM=1 0, seM>1
M* =] 0,25(M +1)?, se|M <t e M =|-025M-1F, seM<t  (33)
0, seM< -7 M, seM<-1.

Me e Mp representam os numeros de Mach associados com os estados a esquerda e a direita,

respectivamente. O nimero de Mach de advecgao é definido por:
M=(S,u+S,v)/(ds])- (34)
A pressao na face (i+1/2,j) da célula (i,j) € calculada de forma similar:
Pii1/2) = P +Pp > (35)

com p”" denotando a separacédo de pressao definida de acordo com Van Leer [7]:

P, seM>1 0, seM=>1;
p"=| 025pM+1F(2-M) seM<1 and p =| 025pM-1f(2+M) seM<1 ; (36)
0, seM< -1 P, seM< -1,

A definicdo do termo dissipativo ¢ determina a formulagao particular dos fluxos convectivos. A

escolha abaixo fornece o esquema de Liou s Steffen [4], de acordo com Radespiel e Kroll [5]:
dirizg = Ohtr2j = Mz (37)

A integracéo no tempo é realizada pelo método de separagao temporal (Egs. (19) e (20)).

6. ALGORITMO DE RADESPIEL E KROLL [5]
O esquema de Radespiel e Kroll [5] é descrito pelas Egs. (29) a (36). O proximo passo € a
determinacao do termo dissipativo ¢. Um esquema hibrido é proposto por Radespiel e Kroll [5],

que combina os esquemas de Van Leer [7] e de Liou e Steffen [4]. Assim,

Piv/2 = (1—03)¢i\f1'/2,j +(’)¢:_+S1/2,j ; (38)
|Mi+1/2,j|’ se |Mi+1,2’j| >1,
VL 2 .
i1/2j = |Mi+1/2,j| + 0!5(MD —1) ) se 0 <Mq/2; <1 (39)
My, 17| + 0.5(Mg +1)?, se —1<M,q5; <O;
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B M2 56 My 1/ 2§
121 = | Misyyz; ) + 8 : 40
¢|+1/2,J %, se |Mi+1/2,j| < 'S’ ( )

~

em que & é um pequeno parametro, 0 <5< 0.5, e ® € uma constante, 0 < o < 1. Neste

trabalho, os valores empregados para 5 e o foram: 0,2 e 0,5, respectivamente. A integragéo

no tempo é realizada pelo método da separagao temporal definido pelas Egs. (19) e (20).

7. PASSO NO TEMPO VARIAVEL ESPACIALMENTE, CONDIGOES INICIAIS E DE
CONTORNO

A idéia basica do passo no tempo variavel espacialmente consiste em manter constante o
numero de CFL em todo o dominio de calculo, permitindo, assim, o uso de passos no tempo
apropriados para cada regido da especifica da malha durante o processo de convergéncia.
Detalhes em Maciel [11-12].

Valores de estagnagdo foram empregados como condig¢éo inicial para o problema do bocal.
Somente no contorno de saida foi imposta uma reducédo de 1/3 para a densidade e para a
pressao a fim de iniciar o escoamento. Valores de escoamento livre sdo adotados para todas
as propriedades, em todo o dominio de calculo, como condi¢éo inicial para os problemas
fisicos do aerofélio e da dupla elipse. Detalhes em Maciel [11-12].

As condi¢cbes de contorno sdo basicamente de quatro tipos: parede sdlida, entrada, saida e
continuidade. Estas condigdes sao implementadas em células especiais denominadas células

“fantasmas” e detalhes sao disponiveis em Maciel [11-12].

9. CONCLUSOES

O presente trabalho é a segunda parte do estudo que visa uma comparagdo entre os
esquemas assimétricos de Harten [2], de Frink, Parikh e Pirzadeh [3], de Liou e Steffen [4] e de
Radespiel e Kroll [5], aplicados a problemas aeronauticos e aeroespaciais. Os esquemas sao
de primeira ordem de precisdo no espacgo, sendo o esquema de Harten [2] do tipo separagéo
de diferengas de fluxo TVD, o esquema de Frink, Parikh e Pirzadeh [3] do tipo separagao de
diferencas de fluxo e os esquemas de Liou e Steffen [4] e de Radespiel e Kroll [5] do tipo
separagao de vetores de fluxo. Todos os esquemas séo aplicados a solugdo dos problemas
dos escoamentos transdnicos ao longo de um bocal convergente-divergente e em torno de um
aerofolio NACA 0012, e do escoamento hipersdnico de “gas frio” em torno de uma dupla elipse.
Este trabalho apresenta a teoria envolvida na implementagdo numérica dos quatro esquemas

acima mencionados. Resultados sdo encontrados em Maciel [13], “RESULTADOS FINAIS”.
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