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RESUMEN

El estudio del comportamiento de los cojinetes hidrodinamicos requiere el analisis de la
pelicula de fluido que se interpone entre las superficies soélidas en movimiento relativo. La
ecuacion diferencial que gobierna el movimiento de dicho fluido, llamada ecuaciéon de
Reynolds, surge de la integracién de las ecuaciones de conservacién de cantidad de
movimiento en el balance de masa. El proceso exige un riguroso andlisis de orden de
magnitud basado en las relaciones entre las dimensiones del cojinete, de donde surge que hay
tres parametros que rigen el comportamiento del sistema: el nimero de Sommerfeld (S), la
relacion longitud a diametro al cuadrado (L/D)? y la excentricidad relativa (n).

La solucion analitica de la ecuacion de Reynolds sélo puede obtenerse para situaciones
geométricas y de trabajo muy particulares, como lo son por ejemplo el uso de un fluido
newtoniano de viscosidad y densidad constante (es decir, isotérmico) y valores de L/D—0, 6
L/D—<. Condiciones distintas a las mencionadas deben tratarse de forma numérica.

En la practica, el disefio de este tipo de cojinetes suele efectuarse con la ayuda de graficos
con informacion experimental o numérica que relacionan las diversas variables y parametros
de funcionamiento adimensionales, pero no permiten la apreciaciéon de la distribucién de
presiéon ni temperatura en el dominio. Ademas, al usar esta informaciéon debe prestarse
especial atencion a que las condiciones de borde empleadas para su obtencién coincidan con
las del disefio deseado.

El presente trabajo propone soluciones aproximadas para las distribuciones de presion y
temperatura en el seno del fluido en cojinetes de longitud finita, realizando su verificacion con
otros métodos y mediciones experimentales y el analisis sobre el alcance de las hipotesis
consideradas en su formulacion.

Palabras Claves: Lubricacién Hidrodinamica, Cojinete, Perturbaciéon Regular.



1. INTRODUCCION

Todas las partes de maquinas que tengan movimiento estan sujetas a friccion, desgaste y su
consecuente disipacién de energia util. El estudio de la lubricacion es fundamental para
reducirlos. Por lo general, entre los principales elementos de una maquina se encuentran
aquellos sometidos a rotacion. Por ende, si se desea conocer la lubricacién sobre los mismos
se hace imprescindible el estudio del comportamiento de los cojinetes que los soportan. Si bien
existe una gran variedad de cojinetes, los mas utilizados son los rodamientos y los cojinetes
hidrodinamicos [12,15]. En este trabajo se analizan los cojinetes hidrodinamicos ya que, en
teoria, funcionan con desgaste nulo y asi logran una vida util infinita. Esto es posible gracias a
la geometria del sistema eje-cojinete que interpone una fina pelicula de lubricante entre las
superficies sélidas en movimiento relativo sin necesidad de equipos o0 bombas auxiliares. Por
otro lado, estos cojinetes presentan dos cualidades igualmente importantes, una es que la
capacidad de soportar carga la logran con un bajo consumo de potencia y la otra es que tienen
la capacidad de amortiguar cargas dindmicas en una amplia gama de condiciones [7,8].

La teoria de la lubricacién hidrodinamica surge del estudio del flujo del lubricante dentro del
cojinete. Para ello, es necesaria la solucion de los balances de cantidad de movimiento, masa y
energia del fluido. La complejidad del sistema de ecuaciones resultante hace que sélo se
conozcan soluciones analiticas a situaciones idealizadas de geometria y lubricante [4]. Esto es,
flujo isotérmico de un lubricante newtoniano (o ley de la potencia) y cojinete de longitud infinita
(L/D—<0) o cojinete de longitud nula (L/D—0). Bajo otras consideraciones, se requiere el uso de
métodos numeéricos.

En este trabajo se presentan aproximaciones a situaciones mas realistas que las consideradas
con las hipotesis mencionadas. Asi, para estudiar cojinetes de longitud finita, se desarrolla un
método analitico basado en la perturbacion regular de las ecuaciones gobernantes para flujo
isotérmico. Para analizar la influencia de la variacién de temperatura, se deduce un balance de

energia basado en el aporte convectivo medio, aplicado a cojinetes cortos.

2. ECUACIONES DE CONSERVACION

Para conocer el comportamiento del sistema eje-cojinete (Figura 1a), es necesario estudiar el
flujo de lubricante que los separa. La principal hipotesis simplificatoria que se considera en el
analisis es que la capa de fluido es tan delgada, comparada con el radio del cojinete, que su
curvatura puede despreciarse. Asi, el tratamiento que en principio deberia hacerse en

coordenadas cilindricas, se hace en coordenadas cartesianas (Figura 1b).
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Figura 1: Geometria de un cojinete hidrodinamico (a) y de la seccién de flujo equivalente en coordenadas
cartesianas (b). Al despreciarse la curvatura, la coordenada X puede considerarse como R6.

2.1. Analisis dimensional

Si se considera que el fluido es newtoniano, con densidad, p, y capacidad calorifica, C,,
constantes, y que el huelgo, c=R;-R, entre el eje y el cojinete es varios 6rdenes de
magnitud menor que el diametro, D=2R, los términos dominantes de las ecuaciones de

conservacion adimensionales son:

Balance de Masa: 0 = la—U+Q+8—W (1)
T0® 0oy oz
2
Balance de Cantidad de Movimiento (@): 0 = —— 2P 4 r &Y @)
700 oy
d LY 0w
Balance de Cantidad de Movimiento (z): 0= 4| = | 22 3)
0z R) oy
2 2 2 2
Balance de Energia: Eﬂ+ vﬂ+ Wg = Aa—£+ f u +(£] w , (4)
700 oy 0z oy oy R oy
kR . . . . .
donde A4 = Ul k es la conductividad del fluido y U la velocidad tangencial del eje.
c”pC,

El Balance de Cantidad de Movimiento (y) es de orden de magnitud c/R menor que los
balances en las otras direcciones, por lo que puede asumirse que la presién no depende de la
coordenada y. En estas expresiones se ha supuesto, ademas, que la viscosidad en la pelicula
fluida tampoco depende de esta coordenada, quedando definida como u = yf, donde la
funcion f =f(0,z) depende de la ley de variacion de la viscosidad escogida y up es la
viscosidad a la temperatura T0. Las variables adimensionales se definen como:

2 2
p= P con PRe,:M R ,tzT_TO con Ty, = “Y (R : (%)
Ref R Y TRef pCvR
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2.2. Ecuacion de Reynolds
Si se integra el balance de masa en el espesor de la pelicula, haciendo uso de los balances de
cantidad de movimiento y las condiciones de borde para las componentes de la velocidad, se

tiene:

(6)
A(LY dh©) 1 (LY o(Rop) = ofhap
2\ R d® 12\R) 00| f 60 ) 120z\ f 0z’
donde h(O) _he©) _ 1+ ncos(n®).
c

Para flujo isotérmico (f =7), la ecuacién diferencial anterior es conocida como ecuacion de
Reynods. Puede verse que, dependiendo del valor que tome el parametro (L/R)Z, hay términos
de esta ecuacion que se tornan mas importantes que otros. Asi, si el cojinete es muy largo
(L/R—>), la ecuacion (6) se reduce a:

N A3
Ldh©) 10 (R ) @
de 600\ f 06
cuya solucién es conocida como solucion de Sommerfeld (1904). Por el contrario, si el cojinete
es muy corto (L/R->0), toma la forma:
_dﬁ(@) 7O 5_35_,3 (8)
d® 60z\ f oz)
cuya solucion es conocida como solucion de Ocvirk (1953).

Cabe aclarar que para reducir la ecuacion de Reynolds al caso de cojinete corto, el valor de

U 2 2
Presion de Referencia (5) debe ajustarse a R, = ﬂl‘; (Bj [%} , a fin de conservar el
Corto C

orden de magnitud de los términos [2]. Esto implica que para migrar el analisis de un cojinete
corto hacia uno mas largo, no soélo sera necesario modificar el parametro (L/R)Z, sino que

ademas debera ajustarse el valor de Pger.

2.3. Condiciones de borde

La presion calculada utilizando la ecuacion de Reynolds presenta valores positivos para 0<©<1
y negativos para 1<0<2, con magnitudes absolutas iguales en ambas zonas. En la realidad, el
fluido no es capaz de soportar una presion negativa de importancia sin mostrar cambios fisicos
(vaporizacion del fluido y/o incorporacién de aire desde el exterior por los laterales). Por ello la
ecuacion suele evaluarse so6lo en 0s@<1, y se aproxima el valor de p en la otra mitad de la

circunferencia como igual a la presién exterior. Esta condicion de borde es conocida como

Gustavo G. Vignolo; Daniel O. Barila; Lidia M. Quinzani / ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE COJINETES
HIDRODINAMICOS DE LONGITUD FINITA



condicién de Gumbel. Otra condicién de borde que suele utilizarse es la denominada condicion
de Reynolds, que considera que la presién se hace nula en algun valor de © entre 1y 2,
denominado ®*, pero asumiendo que la derivada de la presidn respecto ® en ese punto

también es nula [18].

2.4. El nimero de Sommerfeld

Uno de los principales objetivos del estudio de cojinetes hidrodinamicos es la determinacién de
su capacidad portante W. Para ello debe integrarse la presién de la pelicula fluida en el area
del eje. Una medida directa de W es la presién proyectada, Pc, que se determina como
Pc=W/(2RL), y que representa la presion media que deberia existir sobre un area igual a la
superficie proyectada del cojinete (2RL) para soportar una carga W. Si se compara Pger con Pg,
se tiene una medida adimensional de la presién de la pelicula fluida, denominada numero de

Sommerfeld, Ss:

(9)

S _PRef _/URU(RJZ
S = 3
F. FP.R

donde ur es una viscosidad de referencia del fluido (puede ser el valor medio, el de suministro,

etc). Para el caso del cojinete corto, el numero adimensional que se obtiene se denomina

2 P 2 2
OC:SS(AJ :%:M(Ej [Aj (10)
R) P, PRlcJI\R

El nimero de Sommerfeld (0o el de Ocvirk) es fundamental en el estudio de cojinetes

numero de Ocvirk, Oc:

hidrodinamicos ya que relaciona a todos los parametros del flujo del lubricante, con la
capacidad portante del sistema eje-cojinete. Es por ello que suelen presentarse los calculos de
las distintas variables de operacién de un sistema eje-cojinete en funcién del niumero de

Sommerfeld.

3. ANALISIS DE COJINETES ISOTERMICOS DE LONGITUD FINITA

Dado que, en la practica, el valor de 2R/L suele ubicarse entre 2y 2, y la tendencia es hacia la
fabricaciéon de cojinetes cada vez mas cortos (2R/L=1), el estudio de la solucién de Ocvirk,
valida para L/R—>0, cobra importancia para la estimacion de las propiedades de los cojinetes.
Para dejar de manifiesto las limitaciones de esta solucién y poder extrapolarla hacia cojinetes
mas largos, se incorpora el nimero de Sommerfeld en la ecuacion de Reynolds para cojinetes
cortos isotérmicos. Se tiene asi:

)
s, (L) 9n©) 72 (5P (11)
R) do 6 oz 0z

Dado que en este caso L/R->0, para que se cumpla la igualdad, el orden de magnitud de Ss

debe ser (R/L)2. Esto limita la validez de la solucion a valores de Ss elevados. En este trabajo
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se analiza el caso del cojinete de longitud finita haciendo uso del método de perturbacion

regular tomando la relacion (L/2R)? como parametro de perturbacion (g) [1,3,5,11]. Dada la

necesidad de modificar el valor de Presion de Referencia a medida que lo hace L/R, que ajusta

el rango de Ss en el cual es valida la solucién, se efectua la expansion en serie no sdlo de la

presion, p, sino también del numero de Sommerfeld, Ss. Por ello, al método propuesto se

referira como Perturbacion P y S. La condicién de borde utilizada para la presion es la de

Gulmbel.

Asi, si e=(L/2R)?, las expansiones para p y Ss resultan:

2
S, =so+(§j S, +...>Ss=8,+8S,+0(¢?)

L 2
p=p0+(§) p1+...—>p=p0+sp1+0<82)

Reemplazando en la ecuacién de Reynolds se tiene:

dh _ 1 0 {hM}ihM

2
—(S, +¢S,)e—= — ,
n( 0 ) d® 3n° 00 00 12 0z?

donde la solucion de orden cero es la de Ocvirk:

P, =125. {1_22} nsin(n®) :
4 [1+ncos(n®)]
La solucion de orden uno queda dada por:
[Asin(n®) + Bsin(270) + Csin(310)]
N Dcos(n®) + E cos(2n0®) + F cos(310) + G cos(4n®) + H cos(510) +

p1:2

donde:
A=S; (242" -962° + 6n” +24)+ S, (112n°2* -168n’2" + 482° - 322" +35” - 10),
B =64S;nz* -96nS; 22 - 96S;n2* + 201S, + 241 S;,
C =n’(-242°S; +16S,2* - 245,7° + 6S] +5S; ),
D = 80m+120n° +101°,
E =80n? +40n*,
F = 40n° + 57,
G =10n*,
H=n’,
I =16 +80n? +30n*,
y donde Sy* y S¢* estan definidos como:
S, =S,
S, =Se.

(12)

(13)

(14)

(19)

(16)

(17)
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En la Figura 2 se muestra la prediccién de la excentricidad relativa, 7, y de la friccion

. . S N(RY g g .
adimensional, fR/c, a S=2—S=%(§j constante, en funcion de la relacion L/D obtenidas
T c

con el método propuesto y con la solucion de Ocvirk. En esta figura también se incluye la
solucién numérica de la ecuacién de Reynolds completa. Puede apreciarse que la solucién de
Ocvirk se aleja de la numérica a medida que el valor de S decrece (7 aumenta y fR/c
disminuye), mientras que la solucion obtenida con el método propuesto se mantiene cercana a

la numérica en todo el rango.

1.00 1__ 1000 -+
S=10
100 ~
L
= x
010 N ¥ T S S=1
10 4
—-- Ocvirk R
—— Numeérico o~
------- Perturbacion Py S ~.
0.01 T T . 1 T T
0.125 0.5 0.875 0.125 0.5 0.875
L/D L/D

Figura 2: Excentricidad relativa y friccion adimensional en funcion de L/D, para S=0,1, 1y 10. Puede verse
que la solucién de Ocvirk se aleja de la solucién numérica a medida que S decrece, mientras que la

Perturbacién Py S no lo hace.

La comparacién entre los resultados obtenidos mediante el método propuesto y las conocidas
curvas de Raimondi y Boyd [15], pueden encontrarse en [18]. Cabe mencionar que los
resultados de Raimondi y Boyd no coinciden con los numeéricos presentados en este trabajo ya
que los primeros fueron obtenidos con una condicién de borde tipo Reynolds, mientras que los

segundos con una tipo Gimbel (ver Sec. 2.2).

4. ANALISIS TERMOHIDRODINAMICO DE COJINETES CORTOS
La solucion acoplada de todas las ecuaciones de conservacion se hace sumamente dificil sin el
uso de hipétesis simplificatorias dadas por el analisis dimensional y por el aporte de datos

experimentales [6]. Aqui se presenta una aproximacion que contempla la resolucion del
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sistema de ecuaciones considerando que el aporte convectivo en el balance de energia se
debe a la media de las componentes de la velocidad. Esta suposicidon se desprende del Método
de Inercia Promediada que se emplea para considerar los efectos inerciales en los balances de
cantidad de movimiento [13]. Se puede entonces integrar el balance de energia en el espesor
de la pelicula fluida para obtener la temperatura media del fluido, Tm, independiente de la
coordenada y. Asimismo, se asume que la superficie del cojinete es adiabatica, mientras que la
del eje es isotérmica, con una temperatura igual a la media de Tm en todo el fluido, TM. La
temperatura sobre la superficie del cojinete, Tc, es considerada proporcional a Tm, mientras
que la temperatura de suministro, TO, se supone conocida [10]. Las temperaturas

adimensionales, resultan:

Tm-T0 TM-TO Tc-TO
m=———, tM=——— y tc= . (18)
TRef TRef TRef
Integrando el Balance de energia en el espesor del fluido, y definiendo:
1
~ ~ ~ ~ 2 2
h(®) h(®) h(®) h(®) tm d® dz
J'udy Jvdy dey Jtdy -[—([
__0 _ _ __0 2
med T f(e) 4 Vmed T o) 4 Wmed T Ae) s tm = h(®) y tM = 1 ) ’ (19)
2
[ av [ av [ oy [ av [ [do dz
0 0 0 0 1%
2
se tiene:
h(©) A(©) A(®) 2
I Eﬁ+vg+ngdy J /‘L—dy+ _[ f ( j ow ly
5\ 700 oy 0z 0 6y
= Unea {h(@)at_er(tm tM)ag(g))} Veq (tM — tc)+wmedh(@)at_m (20)
v

h©)  he) 2 2 2
OB
0 o oy R oy

oy

Si ademas, se reemplaza el término conductivo de la ecuacion utilizando la condiciéon de borde

h(®) at )
LG

donde a es el coeficiente convectivo de transmision de calor.

convectiva, se tiene que

ot
oy

La funcién de variacion de viscosidad con la temperatura utilizada esta dada por la Ley de

So(T-T0)

Vogel, en donde i = e , siendo S, una constante que depende del lubricante.

Si el estudio se efectia para cojinetes infinitamente cortos (L/R->0), las ecuaciones de
conservacion se simplifican, y ademas puede asumirse que las variaciones de temperatura en

la direccién axial son despreciables frente a las variaciones en la direccién tangencial [9,16].
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Ello se debe a la alta conductividad térmica del eje y cojinete. Estas hipdtesis dan resultados

validos aun para cojinetes de L/D=1.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos sobre un cojinete que opera bajo las

condiciones especificadas en la Tabla 1.

Tabla 1: Caracteristicas del cojinete estudiado

L/D 0,7 TO 44 °C
RIC 636,94 n 0,41
L 0,7m ny 10,0192 Pa.s
62° a 50 W/m*K
Bo 0,029/K P 859 Kg/m®
N  [2250 RPM C, [1970J/KgK

La Figura 3 muestra la comparacion de los perfiles de presion obtenidos considerando la
variacion de la temperatura y considerando la solucion isotérmica de Ocvirk, a TM. Puede
verse que no existe gran diferencia entre ellos dado que el cojinete representado no esta muy
cargado.
0.5
Termohidrodinamico PR
045 - L. aa
....... Isotérmico TM=51,8°C ’
04 - -
0.35

0.25 |
0.2
0.15

presion admiensional

0.1 o
0.05 - =

S}

Figura 3: Perfil de presion adimensional obtenido para un cojinete como el indicado en la Tabla 1,

mediante el analisis termohidrodinamico presentado y mediante el analisis isotérmico a TM.
La Figura 4 muestra los perfiles adimensionales de temperatura en el fluido, tm, y sobre la
superficie del cojinete, tc. Dado que el eje se considera isotérmico y que se espera que la
temperatura media maxima se encuentre cerca del punto de hy,,, se asume que tc = ¢ 5(0) tm,
donde ¢ es una constante de proporcionalidad (aqui se considera ¢ =0,7 ). Para la presion se

utiliza una condiciéon de borde tipo Gimbel, mientras que en el balance de energia se asume

que en la zona divergente del flujo la densidad varia a fin de que se cumpla el balance de
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masa. Esto se logra suponiendo que una fraccién del liquido se vaporiza. Como consecuencia,
la capacidad calorifica del fluido también se ve alterada dado que su valor cambia al cambiar
de fase. No obstante, no es tenido en cuenta el calor involucrado en la vaporizacion. Los
valores obtenidos se comparan con datos experimentales de mediciones sobre la superficie del
cojinete [10] y con la prediccion de la temperatura media del fluido en el mismo cojinete [16]. Se
observa que la prediccion de temperatura media es similar a la reportada en [16], mientras que
la prediccion de la posicion del maximo de fc se ve desplazada hacia un dngulo mayor que el
dato experimental. Esta tendencia es tipica de un cojinete que opera a un nimero de Reynolds
mas alto [14,17], y puede ser el fruto del empleo de velocidades medias en los términos
inerciales y/o de la relacion escogida entre fc y tm.

No obstante, considerando la sencillez del sistema resuelto, el resultado puede considerarse de

suma utilidad.

16 - m ic Experimental
14 | —tc Predicho @GO
—o6—tm Reportado
g 124 tm Predicho
2 10 -
£
® 8-
g
=)
g 6
(0]
Q.
£ 4
Qo
2 4
0 T T T 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

coordenada tangencial adimensional: ©+p/180

Figura 4: Perfil de temperatura adimensional obtenido para un cojinete con las caracteristicas indicadas
enla Tabla 1.

5. CONCLUSIONES

El estudio de cojinetes hidrodinamicos presenta un desafio importante si se desean simular
condiciones reales de uso. El método abordado en este trabajo es el de incorporar estas
condiciones, de a una, sobre un cojinete ideal. Asi, se presentan dos aproximaciones a casos

diferentes: el de un cojinete isotérmico de longitud finita y el de un cojinete corto no isotérmico.

En el primer caso se obtienen muy buenas predicciones de los parametros operativos del
cojinete a través de un método analitico, lo que permite ademas representar los perfiles de
presion, tensiones de corte, etc. Este método es una extension y un complemento de la

solucion de Ocvirk para cojinetes infinitamente cortos.
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En el segundo caso se obtienen los perfiles de presion y temperatura para cojinetes
infinitamente cortos, considerando que el término convectivo del balance de energia esta
gobernado por velocidades medias. Los resultados obtenidos presentan buena concordancia
con datos experimentales, aunque muestran el comportamiento de un flujo a un nimero de
Reynolds mayor al de trabajo. En la actualidad se estan efectuando trabajos tendientes a

extender este andlisis termohidrodinamico a longitudes mayores.
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