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RESUMEN 

Los aneurismas son patologías arteriales que consisten en un ensanchamiento local con 
reducción del espesor de la pared de las arterias, lo que deviene en la posibilidad de la rotura 
de la misma y el consiguiente derrame de sangre. Accidentes vasculares de este tipo son 
frecuentes a nivel cerebral, en muchos casos llevando aparejado un gran riesgo de invalidez 
parcial o muerte. 
El conocimiento de la dinámica arterial con aneurisma es un ejemplo de problema de 
interacción flujo estructura elástica delgada donde: un aumento del lumen arterial genera un 
aumento de presión, este aumento de presión genera mayores incrementos de área y 
nuevamente esto posibilita un posterior incremento de presión 
En este trabajo se estudian las principales características mecánicas de la aparición y 
crecimiento de aneurismas, a los fines de establecer conocimientos previos para futuros 
modelos más complejos que concluyan aportando información para la prevención de 
accidentes cerebro - vasculares principalmente. 
El modelo se basa en la hipótesis de validez de las condiciones de flujo unidimensional 
newtoniano estacionario en cada sección de la arteria, la que a su vez es considerada como 
una membrana elástica homogénea, incompresible y con capacidad de distenderse en las 
direcciones radial y axial por tensiones que se vinculan con la presión del fluido mediante la 
ecuación de Laplace. El modelo en ecuaciones se resuelve a través de un algoritmo 
computacional que insume escasos segundos de ejecución, requiriendo los parámetros 
materiales de la arteria y su geometría (radio interior y espesor), la viscosidad de la sangre y el 
caudal sanguíneo 
Los resultados muestran la variación de tamaño del aneurisma en función del caudal circulante, 
poniendo en evidencia el adelgazamiento del espesor del conducto. Los resultados indican, 
además, la influencia de factores geométricos en la formación de aneurismas y la importancia 
de los parámetros materiales arteriales. 
 
Palabras Claves: Aneurisma, ecuación de Laplace, interacción flujo-pared, aproximación de 
lubricación, integración numérica. 

 
 



I CAIM 2008 
Primer Congreso Argentino de Ingeniería Mecánica 

                                             Bahía Blanca, 1, 2 y 3 de octubre de 2008 

 

J. Di Paolo; C. Fresno Rodríguez
;
 S. Ubal M. E. Berli D. M. Campana / Modelo simplificado de interacción entre flujo y 

paredes delgadas elásticas utilizando la ecuación de Laplace 

1. INTRODUCCIÓN 

Los aneurismas son patologías arteriales que consisten en un aumento irreversible del 

diámetro vascular, el cual es al menos dos veces superior al valor normal [1] para la edad, sexo 

y peso de la persona. Típicamente, un aneurisma puede adoptar dos formas: fusiforme o 

sacular [2]. 

La interacción dinámica entre el flujo sanguíneo y la estructura vascular constituye un complejo 

proceso. La presión se incrementa localmente en los sitios lesionados, lo cual tiende a 

distender más aún la arteria. Al mismo tiempo, la tensión de la pared vascular se incrementa, 

oponiéndose así al incremento de la sección transversal del vaso. Esta interacción puede 

encontrar una configuración de equilibrio o bien crecer hasta el estallido de la arteria. 

Accidentes vasculares de este tipo son frecuentes a nivel cerebral, en muchos casos 

conduciendo a la invalidez parcial o total del individuo, o incluso su muerte [3]. 

Los modelos matemáticos de procesos fisiológicos o fisiopatológicos son cada vez más 

utilizados en el ámbito de la bioingeniería debido a sus características no invasivas y a su 

capacidad de predicción cuando se los emplea para situaciones nuevas, reales o supuestas. 

En este sentido, resultan de gran utilidad los modelos capaces de capturar las características 

más importantes de ciertos fenómenos, particularmente cuando sus hipótesis simplificatorias 

permiten una resolución que demanda escasos recursos computacionales [4]. 

En este trabajo se propone, mediante un modelo simplificado, estudiar la interacción entre el 

flujo sanguíneo y la pared arterial en un tramo de arteria con aneurisma, a fin de conocer la 

relación entre las variables relevantes del fenómeno —diámetro arterial y presión— y los 

parámetros que caracterizan la arteria, como también el caudal circulante. 

 

2. MATERIALES Y MÉTODOS 

La pared arterial se modela como un aneurisma fusiforme, usualmente observada en un estado 

incipiente de ésta patología [2]; por simplicidad se supone que la dilatación posee simetría 

axial. La Figura 1, muestra un diagrama esquemático del tramo arterial bajo estudio. 

 
Figura 1: Corte longitudinal de una arteria que presenta aneurisma axisimétrico, en un sistema cilíndrico 
de coordenadas (r, z). Po es la presión de referencia en la sección de entrada; Pe la presión exterior de 

referencia; h(z) el espesor de la pared arterial en una sección; ρ(z) es el radio de curvatura local en el plano 
axial para la sección en consideración, R es el radio no deformado y r(z) la función del radio deformado. El 
flujo se asume de izquierda a derecha. 

r 

z 

Pe 

0 L 

 

r = r (z) 

h(z) 
ρ(z) 

P0 

R 



I CAIM 2008 
Primer Congreso Argentino de Ingeniería Mecánica 

                                             Bahía Blanca, 1, 2 y 3 de octubre de 2008 

 

J. Di Paolo; C. Fresno Rodríguez
;
 S. Ubal M. E. Berli D. M. Campana / Modelo simplificado de interacción entre flujo y 

paredes delgadas elásticas utilizando la ecuación de Laplace 

En éste modelo se considera a la sangre como un fluido Newtoniano e incompresible, de 

viscosidad µ y densidad ρ constantes. Si bien la sangre tiene un comportamiento reológico más 

complejo, para los caudales y radios de arteria estudiados en este trabajo el modelo 

Newtoniano constituye una muy buena aproximación (ver [5] y [6]). En trabajos como [7] y [3] 

se analiza el flujo bidimensional no estacionario de sangre en aneurismas fusiformes y 

saculares, respectivamente. En este trabajo, en cambio, asumiendo que el radio arterial (r) 

tiene pequeñas variaciones con la coordenada axial (∂r/∂z << 1), puede emplearse la 

aproximación de lubricación, es decir, se supone que el flujo es cuasi-unidireccional. Además, 

para las frecuencias cardíacas y radios arteriales típicos, el carácter pulsátil de flujo sanguíneo 

puede ignorarse y asumirse que el mismo es estacionario en cada instante de tiempo. En virtud 

de las consideraciones tomadas, es posible asumir como localmente válida la relación de 

Hagen–Poiseuille [8] en cada sección de la arteria 

4

( )

8

z

dp Q

dz r

µ
π

= −  

donde Q es el caudal y p la presión de la sangre. A lo largo de una cierta longitud finita de un 

conducto de diámetro variable, la caída de presión total está dada por 
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Sea Pe la presión que los tejidos ejercen sobre la pared externa de la arteria, la cual se asume 

constante. Luego, la presión transmural (p(z) – Pe) produce una deformación en la pared 

arterial que se modela como una membrana elástica [9]. Por lo tanto, la relación entre las 

tensiones de la pared y la presión transmural puede expresarse mediante la Ecuación de 

Laplace (2)  
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donde σax(z) es la tensión normal en la dirección longitudinal de la arteria, σθ(z) es la tensión 

normal actuante en la dirección circunferencial y ρ(z) es el radio de curvatura de la arteria en la 

sección longitudinal. 

Durante un ciclo cardíaco se producen deformaciones circunferenciales (εθ(z)) y longitudinales 

(εax(z)) de la pared arterial. Si el radio arterial local cambia de un valor inicial rv(z) a otro valor rn(z), 

siendo ∆r(z) = rn(z) – rv(z) la variación (ver Figura 2), las deformaciones están dadas por las 

expresiones (4) y (5). 
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Figura 2: Esquema de la deformación que sufre la pared arterial. Izquierda) deformación circunferencial o 
azimutal. Derecha) deformación longitudinal o axial. 
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La ley generalizada de Hooke relaciona las deformaciones εθ(z) y εax(z) con las tensiones σθ(z) y 

σax(z) a través de las siguientes expresiones: 

 ( ) ( ) ( )

1
z z ax z

E
θ θε σ νσ = −   (6) 

 ( ) ( ) ( )

1
ax z ax z z

E
θε σ νσ = −   (7) 

donde E es el módulo de Young y ν el coeficiente de Poisson de la pared arterial, la cual se 

supone incompresible. La ecuación (8) expresa la conservación de volumen del material, y 

permite obtener el espesor de la pared cuando el radio cambia del estado inicial al deformado 

(ver también Figura 3) [10]. 

 

 
Figura 3: Esquema de un diferencial de volumen para dos instantes diferentes, donde el subíndice “v” 
indica un estadio anterior; y “n” uno posterior. 
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Las Ecuaciones (1 a 8), constituyen un modelo simplificado de la interacción fluido-estructura 

en un aneurisma. Las mismas pueden adimensionalizarse empleando las siguientes 

definiciones 
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obteniéndose así el sistema de ecuaciones que se muestra a continuación: 
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donde N0 = 8µQ/(πP0R
3
) y N1 = P0/E son parámetros adimensionales. 

2.1. Esquema de cálculo 

A través de la solución del modelo (10) es posible calcular la distribución de presión en el fluido 

y la forma que adopta la pared arterial, al ser deformada por la diferencia de presión 

transmural. Para ello, se deben especificar los valores de los parámetros adimensionales N0 y 

N1, la presión externa Pe y una forma inicial recta para el tramo de arteria con aneurisma. Para 

producir la deformación del aneurisma, se perturba el espesor de la pared suponiendo una 

variación senoidal con un mínimo en el centro del dominio de valor hp. El parámetro hp se debe 

interpretar como una medida del adelgazamiento de la pared, condición inicial a partir de la 

cual evolucionará el aneurisma. Puesto que el modelo es no lineal, carece de solución analítica 

(10) 
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y se debe resolver en forma numérica. El dominio, dado por la longitud axial del tramo 

estudiado, se subdividió a través de un número finito de puntos. Luego, la integral para el 

cálculo de la presión se evaluó mediante la regla de Simpson 3/8 y las derivadas se 

discretizaron mediante diferencias finitas centradas [11]. El modelo se resuelve mediante un 

esquema iterativo de dos etapas. En la primera se supone conocida la forma del dominio y se 

calcula la distribución de presión. En la segunda, se calculan las deformaciones y tensiones en 

la pared para con ellas actualizar localmente el radio de la misma. Con esta nueva forma se 

calcula una nueva distribución de presión y el proceso continúa hasta la convergencia, 

evaluada a través de la diferencia en el radio de arteria en dos iteraciones sucesivas. 

Las diferentes pruebas numéricas indican que resulta apropiado utilizar una discretización de 

40 secciones y para la convergencia 200 iteraciones como máximo. 

 

3. RESULTADOS 

Los aneurismas generalmente se producen en regiones donde la pared arterial está debilitada. 

A los efectos de estudiar el origen y evolución de ésta patología, se analizaron mediante el 

modelo distintas situaciones donde se disminuyó el espesor de la pared en la región central del 

dominio, para diferentes valores del caudal. Los valores de los números adimensionales se 

obtuvieron a partir de parámetros físicos y operativos semejantes a los de un tramo de arteria 

coronaria, en condiciones fisiológicas [12], [13]. La presión externa Pe se tomó como referencia 

y se consideró nula. 

Tabla 1: Parámetros utilizados en el modelo. 

 Símbolo Valor Unidad 

Radio libre R 0.7 mm 

Longitud del tubo L 6 R mm 

Espesor de pared H 0.05 R mm 

Viscosidad del fluido µ 3.45 mPa.s 

Módulo de Young E 0.3 MPa 

Coeficiente de Poisson υ 0.5  

Presión en la sección de entrada P0 70 mmHg 

 

A medida que la pared se encuentra más debilitada (espesor reducido), disminuye su 

resistencia mecánica y las deformaciones aumentan. Dichas deformaciones también son 

función de la presión interna y por ende del caudal circulante. Por ello, en esta sección se 

muestran resultados de distribución de presión y radio de pared, para diferentes valores de 

adelgazamiento de pared y caudal. 

La condición más desfavorable para la arteria en cuanto a la deformación que experimenta, es 

aquella en la que se presenta la máxima diferencia de presión transmural en toda su extensión. 

Dado que la presión se reduce a medida que el fluido circula aguas abajo por la arteria, el valor 
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máximo de presión transmural se encuentra en la entrada. Cuando no hay flujo (caudal nulo), 

no hay caída de presión y se obtiene una presión transmural constante en cada sección del 

tubo de valor Pe – p(z) = Pe - P0 según (1). En esta condición, la pared arterial experimenta su 

mayor deformación global, cuyo valor local máximo se ubica en la región central, dado que allí 

su espesor está disminuido de acuerdo con la condición inicial impuesta. Esta situación se 

tomará como referencia para evaluar los cambios producidos a medida que el caudal aumenta. 
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Figura 4: Izquierda) Radio del tubo vs coordenada axial, Derecha) Caída de presión vs coordenada axial. 
Los números romanos I a IV se corresponden con adelgazamientos de pared de 0.004%, 0.2%, 1% y 5% 
respectivamente. Las diferentes curvas representan diferentes valores de N0, obtenidos al variar el caudal 
entre 0, 30, 60, 90 y 120 ml min

-1
. 

 

En la Figura 4 se aprecia la forma que adopta la pared de la arteria y la distribución de presión 

en su interior para diferentes adelgazamientos y valores de caudal circulante. Dado que la  
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(Continuación Figura 4) 

presión disminuye en la dirección axial, el radio en el extremo distal será siempre menor que en 

la entrada, donde la presión interna es máxima, dando el valor máximo de presión transmural. 

Cuando el adelgazamiento es muy pequeño (caso I, hp = 0.004%), el radio disminuye en forma 

monótona con la longitud, aunque su variación es de muy pequeña magnitud. Si bien en la 

escala de la gráfica las curvas se asemejan a rectas, un análisis detallado muestra que no lo 

son, tal como debería esperarse de acuerdo a la integración de la ec. (1). La presión sigue un 

comportamiento similar. Nótese que a mayor caudal, se incrementa el gradiente de presión (de 

valor negativo) y por lo tanto la presión cae más abruptamente entre las secciones de entrada y 

salida de la arteria. Para este adelgazamiento pequeño (caso I), la máxima deformación de 

pared para todos los caudales no nulos probados se encuentra en la entrada. En el caso II, el 

adelgazamiento de la pared es mayor (adelgazamiento del 0.2%) y se puede observar que la 

pared experimenta una deformación más notable en la zona de adelgazamiento, aunque la 

máxima deformación sigue estando en la entrada para todos los caudales no nulos. Este 

comportamiento cambia a partir del caso III (adelgazamiento del 1%), porque la máxima 

deformación aparece en la región central, para caudales menores a 90 ml min
-1

. 

A partir de adelgazamientos mayores a 5% (caso IV), se hace evidente una marcada 

deformación de la pared arterial que provoca la característica forma ahusada y abultada de los 

aneurismas en estado avanzado. Para estos casos, los máximos valores del radio son 

alrededor de 25% mas grandes que en la entrada, para todos los caudales. Las curvas de 

caída de presión, muestran ahora claramente los efectos de la expansión arterial, ya que se 

produce una disminución de la velocidad del flujo y por ende del gradiente de presión, en la 

región más deformada de la arteria. 

Para mostrar el comportamiento no lineal del fenómeno, la Figura 5 muestra la relación entre el 

máximo radio deformado y aquel en la sección de entrada, variable que da una idea de la 

deformación global de la arteria, a medida que incrementa el adelgazamiento de la pared 

arterial. Se puede notar que a partir de cierto valor del adelgazamiento, la relación se vuelve 

fuertemente no lineal y la deformación se incrementa mucho. Por debajo de esos valores, la 

deformación es pequeña y su variación lenta. 
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Figura 5: Variación del radio máximo de la arteria (relativo al radio en la entrada) vs el adelgazamiento de 
la pared para los diferentes caudales explorados.

 

 

4. DISCUSIÓN 

El modelo planteado y resuelto en este trabajo, siendo mucho más simple que otros 

alternativos ([13], [14]) captura las principales características mecánicas de la interacción flujo-

pared elástica, con escaso costo computacional. 

Los resultados muestran como, a partir de un pequeño adelgazamiento del espesor de la 

pared, se forman los aneurismas por reducción de la resistencia mecánica de la pared y el 

consecuente incremento del radio. Aunque no se pudo incluir aquí por razones de espacio, se 

realizó un extenso análisis de la respuesta tensión-deformación de la pared y de cómo esta 

afecta el espesor de la misma. Como conclusión, se encontró que las tensiones y 

deformaciones circunferenciales son las que predominan y por ende las que controlan la 

variación del radio y del espesor de la pared. De esta forma, sería posible predecir la región 

que se encuentra más debilitada y donde podría producirse la ruptura del aneurisma. 

Los resultados también muestran que los efectos del aneurisma sobre el flujo (presión) 

comienzan a ser evidentes y de importancia cuando las deformaciones son alrededor del 30% 

del radio medio de la arteria. Casos con deformaciones mayores a estos valores, aunque 

factibles de obtenerse con el modelo, no tienen validez dentro de la aproximación de 

lubricación aplicada y por ello se descartaron del análisis. 

Dado que el espesor de pared es una variable de medición habitual cuando se realizan 

estudios vasculares (ecografías, ultrasonido intravascular, etc.), resultados paramétricos como 
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los mostrados en la Figura 5 podrían ser útiles para establecer si el estado actual de la pared 

representa una situación de riesgo, donde son esperables grandes deformaciones ante 

pequeñas reducciones de espesor. Este tipo de resultados podrían ser de ayuda para decidir si 

es recomendable o no la colocación de mallas (stents). 

 
5. CONCLUSIONES 

El modelo propuesto constituye una simplificación válida para investigar cuantitativamente la 

evolución de aneurismas, de un modo no invasivo y en tiempo real. Asimismo, la posibilidad de 

contar con las variaciones de presión, radio, tensiones y deformaciones existentes dentro de la 

pared arterial deformada, permite caracterizar y estudiar el fenómeno de una manera global. 

Como trabajos futuros se pretende formular un modelo de grandes deformaciones para el 

comportamiento elástico de la pared e introducir la característica no estacionaria al problema. 
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