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RESUMO

Os métodos numeéricos tradicionais utilizados nas solucBes de equacdes diferenciais parciais
(EDPs), tais como diferencgas finitas, elementos finitos e volumes finitos, dependem da geracéo de
malhas, o que, em problemas multidimensionais e de geometrias complexas, € um desafio.
Métodos numéricos que nao dependem da geracdo de malhas (meshfree ou meshless) tém sido
desenvolvidos e amplamente utilizados por apresentarem flexibilidade e modelos mais simples.
Uma das abordagens possiveis para tais métodos é a utilizacdo de funcBes de base radial (FBR),
gue podem ser aplicadas de forma global (em todo o dominio) ou aplicadas de forma local. Em
problemas com grandes numeros de pontos (nés) no dominio, a abordagem global gera
instabilidades numéricas devido a baixa esparcidade e mal condicionamento dos sistemas
algébricos [1]. A abordagem local tem entdo sido aplicada para superar tais problemas. Dentre as
possibilidades de abordagem local, o0 Método da Quadratura Diferencial Local utilizando FBR
(MQDL-FBR) tem sido estudado e utilizado ha alguns anos. A sua esséncia consiste em aproximar
as derivadas parciais das variaveis independentes por uma soma ponderada de valores funcionais
em todos os pontos discretos do seu suporte [2]. Dentre as FBR apresentadas na literatura, a
func&o multiquadrica tem sido a mais utilizada por apresentar resultados mais precisos [3].

Este trabalho, a partir da solucdo analitica para um problema classico de condug&o de calor
bidimensional, avalia a influéncia de parametros envolvidos na solu¢cdo de EDPs pelo método
MQDL-FBR. A partir da solugdo da equacdo de Laplace num dominio quadrado unitario, com
condi¢cBes de contorno de Dirichlet, o erro numérico referente a precisdo do método é avaliado.
Sao verificadas as influéncias do parametro de forma da FBR multiquadrica, da distribuicdo de
pontos no dominio e da estrutura do suporte (stencil). Para a realizacdo dos testes numéricos foi
desenvolvido um programa utilizando o software MATLAB™.

Palavras Chaves: Método da Quadratura Diferencial Local com Func¢des de Base Radial, Fungéo
Multiquadrica, Equacao de Laplace.
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1. INTRODUCAO

As equac0es diferenciais elipticas, amplamente utilizadas na engenharia, podem ser solucionadas
utilizando diversos métodos analiticos e numéricos. Os métodos numéricos tradicionais tais como
diferencas finitas, elementos finitos e volumes finitos dependem da geracdo de malhas e, para
geometrias complexas, tal tarefa ndo é trivial e gera um elevado custo computacional. Estudos
para o desenvolvimento de métodos numéricos que ndo necessitam da geracdo de malhas
(meshless) foram intensificados nas Ultimas décadas, possibilitando modelos e analises mais
simples. Tais métodos possibilitam a interpolacéo ou a construcdo de relagdes funcionais a partir
apenas das informacBes de dados dispersos, entre 0s quais ndo existem relacbes de

conectividade.

Uma das abordagens possiveis para os métodos sem malhas € feita a partir da utilizacdo das
funcdes de base radial (FBR), que foram utilizadas inicialmente por Hardy [4] para a interpolacéao
de dados dispersos. Kansa [5,6] foi o primeiro a utilizar as FBR para solucionar equacdes
diferenciais parciais (EDPs), apresentando um método de colocacdo global, conhecido como
Método de Kansa e, em 1997, Fasshauer [7] propds um método alternativo baseado na

interpolagéo de Hermite.

Nesses métodos as FBRs sdo aplicadas de forma global, ou seja, os suportes dos nés
compreendem todo o dominio, gerando, com o0 aumento de nds, sistemas de equacdes lineares
mal condicionados. Para problemas complexos que necessitam da colocacdo de um grande

namero de nds, o problema de mal condicionamento é praticamente inevitavel.

Em 2003, Shu et al. [8] apresentaram o Método da Quadratura Diferencial Local com Func¢fes de
Base Radial (MQDL-FBR) que utiliza as FBRs como fung¢fes interpoladoras no processo de
quadratura diferencial local. O método é de simples implementacdo, semelhante ao método
tradicional das diferencas finitas e preserva a caracteristica meshless dos métodos que utilizam
FBRs.

O trabalho aqui apresentado utiliza o MQDL-FBR na solugdo de um problema classico de
conducdo de calor bidimensional, permanente, sem geracao interna. Na secdo 2 deste artigo sdo
apresentadas consideracdes sobre as funcdes de base radial, sobre o0 método da quadratura
diferencial local e, de forma sucinta, a formulacdo do MQDL-FBR. A secdo 3 apresenta 0s
resultados obtidos utilizando um programa desenvolvido com o software MATLAB™. Foram

considerados nos testes numeéricos diferentes valores do parametro de forma da FBR multiquadrica
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utilizada, diversas densidades de pontos no dominio e trés estruturas diferentes do suporte local
(stencil). A partir da solugcdo analitica e exata da equacgédo de Laplace num dominio quadrado
unitario, com condi¢es de contorno de Dirichlet, o erro numérico relativo referente a precisao do

método é avaliado. As conclusBes finais sdo apresentadas na secao 4.

2. METODO DA QUADRATURA DIFERENCIAL LOCAL COM FUNGCOES DE BASE RADIAL

2.1. Func@es de Base Radial

Para pontos dispersos num dominio, a aproximacdo de uma funcdo num ponto de interesse

Xp pode ser obtida a partir de uma combinacéo linear conforme a Equacéo (1):
N
f(xp)= 2 hio(x—xil) 1)
i=1

Onde f(xp)é o valor aproximado da fungéo no ponto de interesse, ¢(||x—xi||)é a FBR escolhida,

Ai sdo as incognitas do sistema de equages algébricas lineares e xj sdo os centros.
Diversas FBRs estdo relacionadas na literatura, sendo que as mais utilizadas, segundo Shu et al.

[8], séo as apresentadas na Tabela 1, sendo r=|x-xi| € ¢ um parametro de forma da funcéo, de

forte influéncia na preciséo dos resultados.

Tabela 1 - FBRs mais utilizadas, [8].

FBR o(r)
Multiguadrica (MQ) ¢(r)=w/r2 +c2 ,¢>0
Thin-plate splines &(r)=r2log(r)

Gaussiana o(r)=e—Cr?, c>0
Multiquédrica Inversa 1
¢(r) =——,¢c>0
Vr2 4+¢2

2.2. Método da Quadratura Diferencial Local

O Método da Quadratura Diferencial (MQD) foi inicialmente proposto por Bellman et al. [9]

seguindo a ideia da quadratura integral. A esséncia do método é a aproximagdo das derivadas
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parciais de uma funcdo desconhecida através de somas ponderadas de valores da funcdo nos

pontos discretos do dominio.

No Método da Quadratura Diferencial Local (MQDL), a aproximacéo € aplicada localmente. Para
cada ponto do dominio (n6 de referéncia), define-se uma regido de suporte (stencil), conforme

ilustrado na Figura 1.

NO de referéncia

e} o o
e} (e}
o = Q-9 O
=}
© o
o ° o
o
o
O -
o & o = NO de suporte local
o oo o ©

Figura 1 - Suporte local (stencil) em torno de um noé de referéncia

Seja f(x) uma funcéo suficientemente suave. Entdo a derivada de m-ésima ordem com relacdo a

X, No ponto xi, pode ser aproximada utilizando MQDL conforme a Equacéo (2):

oM f (xi Ns _
ﬁ: j%lwi(jm)f(xj'),n=1,2,...,N o

Onde xj, j=1..Ns s&o os pontos do suporte, f(xj)e Wi(jm) séo, respectivamente, os valores da

funcdo nestes pontos e os coeficientes de ponderagéo relacionados. O indice i relaciona o ponto
numa discretizagéo global de N nés e o indice j numa discretizacdo local (suporte). O procedimento
pode ser utilizado para qualquer dimensédo do dominio e para a determinagéo dos coeficientes de

ponderacao, que é um ponto crucial do método, € necessario um conjunto de funcdes de base.

2.3. Método da Quadratura Diferencial Local com Func¢des de Base Radial (MQDL-FBR)

No MQDL-FBR, uma funcédo de base radial é utilizada para a determinacdo dos coeficientes de
ponderacdo da quadratura diferencial. Este trabalho utiliza a fungcdo multiquadrica, conforme

apresentada na Equacao (3):

¢k(x):,/(||x—xk)||+cz , k=12,..Ns 3)

Substituindo o conjunto de FBR na Equacéo (2), obtém-se um sistema de equacdes lineares para

a determinacéo dos coeficientes de ponderacgéo [1], conforme a Equacao (4) a seguir:
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oMok (xi)

:stw-(-m)w(x-) k=12,.Ns 4
o - Z kO =12 (4)

Para um dado ponto de referéncia i, o sistema de equacdes obtido na Equacdo (4) tem Ns

incégnitas com Ns equacdes. A solucdo deste sistema fornece entdo, os coeficientes de

ponderacdo Wi(jm) , que sdo utilizados para a aproximacado das derivadas da funcéo desconhecida.

Na forma matricial, a Equacédo (4) pode ser escrita como:
oMok (xi) | _ .
{W} =[Alfwi } ©)

A matriz [A] obtida da FBR, é simétrica e, caso ela seja singular, o sistema nao tem soluc&o. Para

a FBR multiquadrica, Hon e Shaback [10] mostraram que 0s casos de singularidade sdo raros,

podendo ser desconsiderados.

Uma caracteristica favoravel do método € que os coeficientes de ponderacdo estdo relacionados
somente com a FBR utilizada e a posicdo dos nds de suporte. E naturaimente um método
meshfree, uma vez que a Unica informagé&o necessaria dos pontos do dominio é a localiza¢do dos

mesmos [8].

3. MQDL-FBR APLICADO AO PROBLEMA DE CONDUGAO DE CALOR

3.1. Descricdo do Problema e Aplicagdo do MQDL-FBR

O problema cléssico de conducdo de calor bidimensional, permanente, sem geracéo interna de
calor e condutividade térmica constante, tem como equacado do problema, a equacgéo de Laplace.

Neste trabalho foi considerado um dominio quadrado unitario, ou seja, 0<x<1 e 0<y<1.

Seja a seguinte equacéo diferencial parcial de Laplace com condi¢8es de contorno de Dirichlet:

V2T(x,y)=0 (x,y) e Q=[0,1] x[0,1] (6)
T, y)=sin(mx)+T1 (X, y) eI1,T1 =0, constante (7)

T(x,y)=0 x,y)el?2 (8)



= IV CAIM 2014

Cuarto Congreso Argentino de Ingenieria Mecanica

v

UNIVERSIDAD NACIOMAL DEL NORDESTE
FACULTAD DE INGENIERTA —— -

Resistenciz Chaco - Rep. Argentina

Onde I1=[(x,y):0<x<ly=1 e I2=0Q\I1. Para este problema, sabe-se que a solugéo

analitica e exata é dada pela Equagéo (9).
T(XY)= —S"?h(ny) sin(nx) +T1 9)
sinht

A Equacgdo (6) discretizada para um n6 do dominio i assume a seguinte forma:

02T (xi,yi) , 02T (xiyi)

2 N - 0 (10)
Pelo MQDL-FBR, sabe-se que:
82Ta()>(<i2, yi) _ ’;'Zjlwizij(xj i) (11)
62T(§;(i2, yi) :':Z_S‘lwizij(xj,YJ') (12)

Substituindo as Equacdes (11) e (12) na Equacgéo (10), tem-se a equacéo discretizada pelo MQDL-
FBR:

NS 2
Z(Wisz+Wijy)Tj =0 (13)
j=1

2y

Onde Wizjx e Wjj sdo os coeficientes de ponderagéo associados as derivadas de segunda ordem

com relacdo a x e ay, respectivamente, para o né de referéncia i .

3.2. Testes Numéricos Realizados e Resultados Obtidos

Os testes numéricos foram realizados buscando avaliar a influéncia da densidade de pontos
distribuidos no dominio, do pardmetro de forma da FBR multiquadrica e da estrutura do suporte
local (stencil) no erro relativo referente & precisao do método. Tal erro, calculado para 0os Nint nds

internos, foi definido conforme a Equacéo (14) a seguir.
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Nint
J > [T Y)num =T (X, y)exatal?
i=1

el =

(14)
Nint
J > [T (X Vexatal?

i=1
Os pontos no dominio foram distribuidos uniformemente nas dire¢fes xe y, sendo testadas seis
diferentes distribuicbes N x N pontos, a saber: 21 x 21, 41 x 41, 61 x 61, 81 x 81, 101 x 101 e 121

x 121 pontos. Os stencils testados foram os ilustrados na Figura 2 a seguir, onde Nsé o nimero

de nos de suporte, sendo o n6 de referéncia também considerado um n6 do suporte.
[ ]

° °
* ° * ° o ° o o o o o
° ° L ° °
[
Stencil1- Ns =9 Stencil2- Ns =5 Stencil3- Ns =9

Figura 2 — Estruturas de suporte local (stencils) testadas

Os stencils 1 e 2 séo estruturas de primeira camada e ndo utilizam pontos fora do dominio. O
stencil 3 € uma estrutura de segunda camada e, quando o ponto de referéncia for vizinho aos
limites do dominio, pontos localizados fora do mesmo fardo parte do suporte. Para os stencils 1 e
2, variou-se o parametro de forma da FBR multiquadrica de 0,1 a 1,1, com incremento de 0,1. Para
o stencil 3, foi testada uma maior faixa de variacdo deste parametro, que foi de 0,1 a 2,7, com

incremento de 0,2.

3.2.1 Variacdo do erro relativo com o parametro de forma para diferentes densidades de

pontos distribuidos no dominio
Avalia-se aqui o comportamento do erro relativo (|¢|) com a densidade de pontos distribuidos no

dominio, para diferentes valores do parametro de forma (c¢) da FBR multiquadrica. As Figuras 3, 4
e 5 ilustram, a partir dos testes numéricos realizados, este comportamento para cada um dos
stencils considerados.

Para os stencils 1 e 2 (estruturas de primeira camada), pode-se observar que a tendéncia de

variacao do erro relativo independe da densidade de pontos distribuidos no dominio. Pode-se notar
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também mudanca na inclinacéo da curva quando o valor de ¢ estd em torno de 0,4 para o stencil 1
e de 0,5 para o stencil 2, sugerindo tais valores como 6timos para estas estruturas. Para o stencil
1, que povoa totalmente a primeira camada, observa-se que para uma maior densidade de pontos
distribuidos no dominio, N =121, instabilidades numéricas comegam a acontecer para um c em

torno de 0,9.

—a—21x21
——A1x4
—4&—61x61

—v81x81 |]

, ——101 x 101 ||

10°L 121 x121 |7
5

10°L -

1 1 1 L 1
04 05 06 07 0809 111
Parametro de Forma (c)

Erro Relativo
o
=
T

-
o
3
o
Sk
oL
I
oL
w

Figura 3 — Erro relativo obtido com a varia¢éo do parametro de forma considerando o stencil 1

Pode-se notar também que, para as estruturas de suporte de primeira camada (Figura 3 e Figura
4), a influéncia do parametro de forma nos erros relativos € mais acentuada para menores valores
deste parametro, ou seja, na parte inicial das curvas, até que se atinja um valor 6timo de c.

—a—21x21

T
10+ —e—41x41 E|
—a—61x61 E|
—¥—81x81 ]
10°L —e—101x101| |
—F—121x121 3
10°F 4

107

Erro Relativo
S
T

! 1
0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07 08 09 111
Parametro de Forma (c)

Figura 4 — Erro relativo obtido com a variacdo do parametro de forma considerando o stencil 2

O stencil 3 (estrutura de segunda camada) apresenta erros relativos superiores as estruturas de

primeira camada testadas (stencils 1 e 2). Observa-se que, para valores do parametro de forma
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acima de 0,3 ndo ha variagdo significativa do erro relativo e que as instabilidades numéricas

aumentam significativamente com o aumento da densidade de pontos distribuidos no dominio.

—a—21x21
——41x41
—&—61x61
—¥—81x81
—4—101x101
——121x121

Erro Relativo

1051 . | 1 | | I N B [
01 0.3 05 0.7 09 11 13 1561719 23 27
Parametro de Forma (c)

Figura 5 — Erro relativo obtido com a varia¢@o do parametro de forma considerando o stencil 3

3.2.2 Variacdo do erro relativo com o pardmetro de forma para estruturas do suporte de
primeira camada

A Figura 6 ilustra a variagdo do erro relativo com o pardmetro de forma para as estruturas de
primeira camada que foram, dentre as estruturas de suporte avaliadas, as que apresentaram
melhores resultados. Foi fixada a densidade de pontos distribuidos no dominio correspondente a

N xN =61x61, que foi a maior densidade que ndo apresentou nenhuma instabilidade numérica.

10° 7 T T T T =
—a— stencil 1
—#— stencil 2

107+

Erro Relativo

10

10 1 | 1 | | 1 1 I I
0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 0809 111

Parametro de Forma (c)

Figura 6 — Erro relativo obtido com a variagdo do pardmetro de forma para as estruturas de 12 camada
(stencils 1 e 2)



= IV CAIM 2014

Cuarto Congreso Argentino de Ingenieria Mecanica

U
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL NORDESTE
FACULTAD DE INGENERIA
Resistenciz Chaco - Rep. Argentina

JJi

Observa-se que para ¢ compreendido entre 0,4 e 0,5 ocorre uma alternancia nas curvas, com
relacdo aos melhores resultados obtidos. O menor erro para o problema foi obtido com a utilizacdo
do stencil 2 com um valor do pardmetro de forma de 0,5.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho é apresenta a aplicagdo do MQDL-FBR na solugdo de um problema classico de
conducdo de calor bidimensional. O método é versétil e preserva a caracteristica meshless dos

métodos que utilizam FBRs.

Foram avaliadas diversas densidades de pontos distribuidos uniformemente no dominio, diferentes
valores do parametro de forma da FBR multiquadrica e trés estruturas de suporte local (stencil). Os
melhores resultados foram obtidos com a utilizacdo de stencils de primeira camada, com valores
do parametro de forma em torno de 0,4 a 0,5. Os resultados obtidos corroboram pesquisas
recentes que relatam que o valor 6timo ndo depende da densidade de pontos no dominio, mas,

dependem do nimero de nés no suporte.

O stencil 3, de segunda camada, apresentou os piores resultados. O fato de utilizar pontos fora do
dominio quando o ndé de referéncia é vizinho ao contorno pode contribuir para que haja
contaminacgdo da solucdo numérica com informacg6es alheias a fisica do problema interno, uma vez
gue para estes pontos sdo admitidos os valores da funcéo iguais aos da fronteira, dados pelas

condig¢®es de contorno.

Outras estruturas de suporte local que ndo facam uso de nés fora das fronteiras podem ser
testadas. Caso se utilize stencils mais extensos, tratamentos alternativos para os nés de referéncia

préximos as fronteiras devem ser investigados.
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