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RESUMEN

En el presente trabajo se estudian las vibraciones libres de dos vigas paralelas, de seccion
circular variable, vinculadas entre si por un modelado elastico homogéneo tipo Winkler y sim-
plemente apoyadas en sus extremos.

El método adoptado para la solucion del sistema de dos ecuaciones diferenciales a derivadas
parciales es aquel de la cuadratura diferencial (simbolizado por DQM), brillantemente descripto
en el ultimo decenio del siglo pasado y ampliamente reconocido por su versatilidad y sencillez
de aplicacion en diversas ramas de la ingenieria.

Tanto el sistema estructural propuesto como la metodologia empleada para su andlisis permi-
ten a su vez la determinacion de casos posibles de variaciones Optimas de la seccion.
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1. INTRODUCCION

El método de cuadratura diferencial ha sido ideado por sus proponentes como una alternativa
potencial a las técnicas de solucion numérica convencionales, tales como los métodos de dife-
rencias finitas y elementos finitos.

Formulando la regla de cuadratura para una derivada como una extension analoga de la cua-
dratura para integrales, Bellman y Casti [1] propusieron el método que nos ocupa para la solu-
cién numérica de problemas de valores iniciales de ecuaciones diferenciales ordinarias y par-
ciales. Después de 1980 sus aplicaciones fueron ampliamente desarrolladas gracias al trabajo
innovativo en la computacion, por parte de otros investigadores, de los denominados coefi-
cientes ponderados (o pesados). Como resultado, ha emergido como una herramienta de dis-
cretizacion numérica poderosa con la cual obtener resultados muy precisos usando un nimero
considerablemente pequefio de puntos de redes o0 mallas, y en consecuencia, requiriendo un
esfuerzo computacional relativamente pequenio.

Su amplio y eficiente empleo en una variedad de problemas de las ciencias fisicas e ingenieri-
les, motivo que Bert y Malik [2] presentaran en 1996 una brillante revision cronoldgica, sobre
todo lo acontecido y publicado hasta aquel afio, en lo concerniente al desarrollo y aplicacion del
DQM en mas de un centenar de trabajos.

Entre los posteriores avances cabe citar el generado por Chen y otros [3] y la variacion a su
formulacién presentada por De Rosa y Franciosi [4].

Por otra parte, existen aplicaciones como las estructuras aeronauticas y aeroespaciales, los
edificios elevados, los mastiles-antenas y las torres-tanque, donde se utilizan las vigas no uni-
formes con el fin de obtener un modelo simplificado que permita una mejor distribuciéon de la
resistencia, simulando su comportamiento dinamico y conociendo los modos de vibracion, todo
ello con el objeto de satisfacer los requerimientos constructivos. Como resultado, el problema
de las vibraciones transversales de vigas con propiedades variables y su disefio 6ptimo han
sido tépicos de creciente interés durante los Gltimos cincuenta afios.

Como los coeficientes de la ecuacion de movimiento de vigas no uniformes son variables, las
soluciones exactas en forma cerrada no resultan en general disponibles como solucion de vi-
braciones transversales, excepto en el caso de vigas conicas y las que poseen una configura-
cion de cufia.

El sistema doble-viga que aqui se analiza, de seccion circular variable y elasticamente vincu-
lado, encuentra su aplicaciéon como elemento constituyente de fundaciones de grandes reser-
vorios y plantas nucleares, como miembros estructurales y componentes de pantallas de pro-
teccion contra desmoronamientos en tdneles y carreteras, o como dispositivo esencial con el fin
de evitar la erosion de costas marinas y desembocaduras de grandes rios.

La decisién de adoptar el DQM para encontrar la solucién sobre la respuesta dinamica del sis-
tema mencionado se basa en la experiencia previa lograda por De Rosa y Franciosi [5], cuando
proponen el método en la bisqueda de las vibraciones libres del sistema de vigas simplemente

apoyadas, la adopcion del mismo que realizan De Rosa y Lippiello [6] al estudiar las vibracio-
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nes libres de la doble—viga a seccion constante, y mas aun, cuando De Rosa, Auciello y Lippie-
llo [7] logran con su empleo 6ptimos resultados en el analisis de la estabilidad dindAmica de una

viga en voladizo, de seccién variable y en presencia de una fuerza axial inclinada.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA
El modelo propuesto prevé un esquema de dos vigas de seccién circular variable y de igual
longitud L, ubicadas paralelamente y apoyadas en sus extremos. Las dos vigas estéan vincula-

das por un suelo tipo Winkler con coeficiente de rigidez k,, tal como se indica en la Figura 1.

N

Figura 1: Sistema doble viga, de seccion circular variable, apoyado en sus extremos y elasticamente vin-
culado entre si.
Si se usa la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, para las vibraciones libres de la doble - viga de
seccion variable e inmersa en un suelo tipo Winkler, se obtiene el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales:

€ @M. (@) -0pARM, @)+ k, (1 (2)- v, (2))=0
€ @V, @) -0 AN, @)+ k, (. @)~ ([2)=0

donde Vv, (Z) y Vv, (Z) son los desplazamientos transversales de la primera y segunda viga, E

@)

es el médulo de Young, p la densidad de masae |, y A, son el momento de inercia y el

area de la seccién de ambas vigas, dadas por:

1(2)= _(1+ ij; AZ)=nr (1+ %)

_Ih. A =nrd; 9(z)= (1+—J

siendo I, el radio de la seccion circular inicial, e un coeficiente de la ley de variacion del radio

)

. . 2 . . . ., .
de la seccion, g un exponente de la misma y @ “ la frecuencia libre de vibracion del sistema.
Sustituyendo las expresiones anteriores en el sistema indicado como Ecuacion (1), convierte a

las ecuaciones diferenciales en:
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e’ o) e ) .
K4q(4q _1)F 92"V, + K8q- 9@\ v, +
+Kg(@2)'v, -mg(zfo v, +k,(, -v,)=0

e’ o) e ), -
K4q(4q —l)F g(@f* v, + K8q-- a(2)“ v, +

+Kg (Z)4q Vz - m(z)zq(o 2V2 +k, (Vz - Vl): 0

designando con K = Ely y M= p Aja larigidez y masa de la seccién recta inicial.

®)

Para el esquema de viga simplemente apoyada, las condiciones limites son:
v0t)=v 0t)=v(Lt)=Vv (Lt)=0, =12 (4)
Se pasa ahora del dominio fisico [0, L] al dominio natural Gaussiano [-11] a través de la

siguiente transformacion:

Z
|
g 1 (5)

Asi la ley de variacion g(z) se transforma en:

@ )=[1+§(C +1)] (6)

Si se sustituyen las Ecuaciones (5) y (6) en las ecuaciones del sistema (3), ellas asumiran las

siguientes expresiones:

FEY*v.C )+ aqef € V[ € J+ alda -1 f € V€ )-

Q€ ( )zq ®E€)-v,€)=0
" 2g-1), " 2 -2, " )
FE YV, € )+ 40ef € )V, € )+ ala-16° F € P2V, 6 )-
Q, (¢ )+ v,¢)-v()=0
€ € E)
donde:
—k,L'74K) Q2 =0’ml*/16K ®)
Las condiciones en los limites del nuevo dominio resultan ahora:
v =-D)=0 v(€=-1)=0 o

vE=1=0 v(E=1)=0 i=12

3. METODO DE LA CUADRATURA DIFERENCIAL
Para poder discretizar las ecuaciones diferenciales (3), se subdivide el intervalo natural de cada

una de ellas en n segmentos definidos por n+l puntos localizados en las abscisas

€1.C ..., 1 - Para concretarlo se asumen n+7 incégnitas nodales:

= @l’ul’ul7ul ’u21"'1un+l7un+l’un+l’un+1) (10)
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es decir, el desplazamiento en cada punto nodal y las primeras tres derivadas de los puntos
extremos.
El desplazamiento V(Q ) puede ser aproximado de esta forma:

n+7

V(Q)=OLC=ZOLiCi (11)

con a el vector fila de los monomios y C el vector columna de las coordenadas lagrangeanas.

Se puede asignar a o la siguiente serie:

a=(¢.¢%..5"°) (12)

donde los puntos nodales son asi definidos:

3 =2(i‘71)‘”; 1=12...n+1 19

Las tres primeras derivadas del desplazamiento V(C; )son:

v'€)=a'C; Vv ()=aC; Vv ({)=aC (14)
y si se las sustituye oportunamente en la Ecuacién (10), resulta:

dz(al,ocl,ocl,ocl,ocz,...,oc Oy, 0Ly, p, 0 )C=NOC (15)

n+1? n+l

Siguiendo el mismo procedimiento desarrollado en la publicacion de Chen y otros [3], se ob-

tiene:
A= NgN;,l, B=AA, G=AAA, D=AAAA (16)

En lo que respecta a nuestro sistema de ecuaciones diferenciales, es necesario adoptar 2(n+7)

incognitas nodales, por lo cual, el sistema (7) se puede discretizar como sigue:

(L, +K, /5 L, Linr K,/ f® 0 0 )
L,, L,, +K,/f*™ Loniy 0 -K, /™ 0
Lss Ls, Lanir 0 0 0
L4,1 L4,2 L4,n+7 O o 0
0 0 0
0 0 0
. . . 0 0 0
Loirs Lz [ A 0 0 -K, /5
—K,/ 0 0 Ly, +K, /% L., Lyin
0 -K, /% 0 L,, L,,+K,/f* Lynir
0 0 0 Lss Ls, Lanr
0 0 0 L4,1 L4,2 L4,n+7
0 0 0
0 0 0
0 0 0 . . .
L 0 0 - Kw/ f 2 Ln+7,1 Ln+7,2 Ln+7,n+7 + Kw/ f Zq_
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V:El)' V](_l)l
V:El)" V](_l)"
V:El)"' V]Fl)"'
Vél) V;l)

" 1)"
o IR [V -
V1(2) V1(2)
Vl(2)' Vl( 2y
Vl( 2)" V1(2)"
V1(2)"' V1(2)'"
V§2) Vl( 2)

v v

donde (18) es la version discretizada del operador diferencial:
L=f@) 0% 100" +deqf (G )" 0% 1067
+(€q(40-1))f (¢ )" 0% 1ac?

(18)

En consecuencia seré:
-1 2 .
L; = (fi )2q D; + 4eq(fi )2q G, + (eZQ(4q_1)Ifi )2q B; coni,j=@(n+7)) (29
Se imponen ahora las condiciones en los limites indicados como Ecuacion (4). A continuacion
es conveniente permutar las filas (y las columnas) (n+4), (n+6), (n+8), (n+10), (2n+11) y

(2n+13) con las filas (y columnas), 2, 4, 5, 6, 7, 8, por lo cual resulta ser finalmente una matriz

particionada de la siguiente manera:

el )

L=l L, = 21)

aa
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Ve
@
v Vi
1 (1)
V(l) " Vn+l
1 v
V(l) 1
n+1 (1)
V(l) " Vn+1
— n+l |. — (1)
wc o I w=| W (22)
1 V(Z)’
V(2)” 1
1 V(l)
V(2) 3
n+l V( 2)"
Vv 1
n+l (2)
V2
V"

n+l

con L, de dimension (8 x 8), L, de dimension (8 x (2n+6)), L, de dimension ((2n+6) x 8)

y por ultimo L, de dimensién ((2n+6) x (2n+6)).
Se arriba entonces al siguiente problema de autovalores:

(Ly—Q%1 W= 0 (23)

4. EJEMPLOS NUMERICOS
Se ha examinado un esquema de doble-viga cuyas caracteristicas geométricas Y fisicas son

idénticas para cada una de ellas:

K = El =4x10°Nm?, m= p A=1x10*Kgm™,

L=10m, k, <[0,510° Nm>
El analisis numérico se ha efectuado utilizando el programa de calculo simbolico Mathematica
[8] y el sistema de ecuaciones ha sido discretizado en n = 20 puntos para cada una de ellas.
En la Tabla 1 se citan los valores de las frecuencias libres de vibracion ®,,, con i=12,
indice que denota la primera y segunda viga, y h=1,2, indice que identifica la primera y
segunda frecuencia libre. Con la modificacion del coeficiente e de la ley de variacién de la
seccion, del exponente g de la misma, y del coeficiente de rigidez K, del modelo elastico

homogéneo, se obtienen los distintos valores de las frecuencias.
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Tabla 1 Valores de la frecuencia libre de vibracién en funcion del coeficiente e de la ley de variacion de la
seccion, del exponente q de dicha ley y del coeficiente de rigidez kw del modelo elastico homogéneo.

qg=1 q=1,5 q=2
k,=0 h 1 2 1 2 1 2
_ ®,, | 13,9136 | 58,2229 | 11,1951 | 50,0147 | 8,7491 | 43,0006
°=-05 ®,, | 13,9136 | 58,2229 | 11,1951 | 50,0147 | 8,7491 | 43,0006
ot 05 ®,, | 24,1483 | 98,1088 | 26,3287 | 109,353 | 28,4298 | 121,888

®,, | 24,1483 | 98,1088 | 26,3287 | 109,353 | 28,4298 | 121,888
k,=2x10° | h 1 2 1 2 1 2

®,, | 13,9136 | 58,2229 | 11,1951 | 50,0147 | 8,7491 | 43,0006
®,, | 82,8551 | 109,790 | 89,5663 | 125,065 | 95,5951 | 140,476
®,, | 24,1483 | 98,1088 | 26,3287 | 109,353 | 28,4298 | 121,888
®,, | 56,2552 | 111,078 | 52,7379 | 119,428 | 50,0625 | 129,826
k,=5x10° | h 1 2 1 2 1 2

®,, | 13,9136 | 58,2229 | 11,1951 | 50,0147 | 8,7491 | 43,0006
®,, | 125,657 | 157,859 | 134,593 | 179,218 | 142,688 | 198,787
®,, | 24,1483 | 98,1088 | 26,3287 | 109,353 | 28,4298 | 121,888
®,, | 83,5472 | 128,229 | 76,4578 | 133,253 | 70,6265 | 140,975

e=-05

e= 0,5

e=-05

e= 05

Como se puede notar, para K, =0 encontramos los valores clasicos de las frecuencias libres

de vibracion de las vigas de seccion circular variable y simplemente apoyadas en sus extre-
mos. Los valores son idénticos porque las caracteristicas geométricas y fisicas de ambas son
coincidentes. Para e = -0,5 las primeras y segundas frecuencias libres de vibracién decrecen
con el aumento del exponente g de la ley de variacion del radio. En el caso para el cual e =
+0,5, con el aumento de q también las dos frecuencias de vibracion libre aumentan. Esto se
puede explicar cualitativamente recordando que la primera frecuencia esta dada por la relacion

entre la rigidez y la masa. Si se halla esta relacion se puede notar, que a menos de una cons-
tante, la frecuencia es proporcional a A(Z), que para e = -0,5 decrece y para e = +0,5 crece.

Cuando se introduce el lecho de resortes elasticos los autovalores de la segunda viga cambian
y, como se observa en la Tabla 1, crecen para e = -0,5, mientras que para e = +0,5 la primera
frecuencia decrece y la segunda crece con el aumento de . Esto se debe ciertamente a la

influencia del lecho eléstico sobre la segunda viga.

5. CONCLUSIONES

Ha sido sefialado por Z. Oniszczuk [9]: “El andlisis general de las vibraciones libres de un sis-
tema doble—viga elasticamente conectado es complicado y laborioso en virtud de la gran va-
riedad de posibles combinaciones de las condiciones de borde”. En el presente trabajo se han

calculado las vibraciones libres de dos vigas de seccion variable, conectadas elasticamente
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entre si con una ley tipo Winkler y simplemente apoyadas en sus extremos. Se ha obtenido el
sistema de ecuaciones diferenciales, que después resulta oportunamente discretizado con el
método conocido en la literatura con el nombre de las cuadraturas diferenciales.

Si se adjuntaran al lecho de resortes un conjunto o complejo de amortiguadores, se podria

facilmente retornar al clasico problema de los absorbedores dinamicos de vibraciones.
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