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RESUMEN 

Estudamos um sistema de captação e armazenamento de energia denominado Energy Harvesting 

usando material piezelétrico. Para este fim examinamos as vigas engastadas e acopladas 

configuradas para um pórtico flexível com não linearidades quadráticas que suportam os 

piezelétricos anexados a um circuito elétrico que mostraria o desempenho do potencial elétrico. 

Alias é considerada uma excitação de tipo não ideal aplicada lateralmente ao sistema por uma 

plataforma vibratória, ou seja, de frequência rotacional variável de um motor elétrico e de potencia 

limitada sendo comparada com uma excitação harmônica definida como excitação ideal para 

examinar a dependência do desempenho do potencial elétrico ou da saída da voltagem.  

O desenvolvimento do comportamento dinâmico do pórtico e dos piezelétricos (seja regular ou 

caótica) é analisado na passagem de ressonância usando a ferramenta da dinâmica não linear e 

caos no ambiente computacional de MATLAB®-SIMULINK: série temporal, retratos de fase e, 

curvas de ressonância.  

Palabras Claves: Captação de energia, Materiais Piezelétricos, Pórtico não-linear, Excitação não-

ideal. 
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1. INTRODUÇÃO 

Recentemente, tem crescido as investigações, seja numérica e experimental, sobre captação 

de energia ou gerador de energia usando estruturas flexíveis não lineares e materiais piezelétricos 

para o desenvolvimento de tecnologias alternativas no processo de conversão de sinais de 

vibração estrutural em energia elétrica. Este processo ficou conhecido como Energy Harvesting, ou 

Piezoelectric Energy Harvesting (também chamado de Energy Scavenging) sendo o último assim 

denominado quando se utiliza materiais piezelétricos no processo de conversão energética. Sem 

desmerecer os outros autores, destacam-se no uso desses materiais piezelétricos cujas 

características lineares e não lineares são exploradas nos trabalhos de Ertuk et al. [1] que 

utilizaram a modelagem de um piezelétrico linear enquanto nos trabalhos de Triplett and Inman [2] 

utilizaram a modelagem de um piezelétrico não linear. Alias, tem se destacado o uso de 

configurações geométricas e os modos de vibração no desempenho de melhor aproveitamento de 

energia elétrica [3, 4]. Recentemente, o uso de piezelétrico não linear acoplado no sistema não 

ideal e caótico para captação de energia vibratória foi desenvolvido por [5].Este trabalho apresenta 

a proposta de inovação de um protótipo de gerador de energia via piezelétrico em micro escala 

considerando: explorar a excitação não ideal de acordo [6, 7]; a introdução dos efeitos não 

linearidades quadráticas de acoplamento e ressonância interna [8]; explorar as interações modais 

baseado no fenômeno de saturação [9]; o desenvolvimento de um sistema não ideal: Trata-se da 

interação dinâmica entre um pórtico plano de vigas flexíveis e uma fonte de excitação representada 

por um motor desbalanceado de potência limitada no topo do pórtico. As de equações de 

movimento representadas por equações diferenciais não lineares de três graus de liberdade [10, 

11]: 
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onde as coordenadas generalizadas adimensionais: 1q  corresponde o deslocamento na direção 

horizontal da coluna, 2q  corresponde o deslocamento na direção vertical da viga horizontal e 

3q   corresponde o deslocamento angular da massa desbalanceada fixada no eixo do motor. 

Enquanto os parâmetros adimensionais ,  1, ,8i i   são definidos em [11]. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Similarmente, em relação à estrutura aporticada com excitação ideal e não ideal foram 

desenvolvidos por [12-14]. Finalmente, explorar o método de Perturbação para sistema não ideal 

[10, 11]: 

Nesse caso, estuda-se analiticamente a interação entre dois modos de vibração de uma estrutura 

aporticada flexível sujeita a uma excitação não ideal. O fenômeno de saturação estaria presente no 

sistema sempre que: os termos não lineares quadráticos de acoplamento (
5 1 2q q  e 2

6 1q ) 

estejam presente no sistema; desenvolvimento pela passagem da região de ressonância entre a 

frequência de excitação e a frequência natural do segundo modo de vibração (
3 2q  ) e a 

condição de ressonância interna entre as frequências naturais dos modos de vibração com relação 

2 12  . 

As soluções em estado permanente para as Equações (1)-(3) pela passagem da segunda 

ressonância 3 2q    foram aproximadas pelo método da media [10, 11]. Para região de 

ressonância ( 3 2q   ou 3 2q  ), as amplitudes de oscilação da coluna 1q  são pequenas enquanto 

da viga horizontal 
2q  predominam: 
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Onde a frequência de excitação   satisfaz a seguinte equação: 
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Nesse caso, o piezelétrico acoplado na viga horizontal aproveita a energia vibratória. Por 

conseguinte, a potência elétrica gerada seria mínima. 

Quando o sistema atravessa a região de ressonância externa ( 3 2q    ou 2 2  ) e 

considerando a ressonância interna 2 12   ou 1 2 12 0     as energias de vibração da viga 

horizontal é transferida para coluna (fenômeno de saturação): 
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e a frequência de excitação do motor   satisfaz a seguinte equação: 

 2 2 2 2

4 2 6 1 1 5 2 2 2 52 4 ( ) 0a a a b              .                                     (8) 

Nesse caso podemos aproveitar as vibrações na passagem de ressonância das duas 

amplitudes de oscilação, por conseguinte fixar cada piezelétrico na coluna e na viga horizontal. 

Nesse caso a potência elétrica gerada seria ótima. 

Segundo Kononenko [6], a frequência angular variável pode-se aproximar da seguinte forma: 

3 0 0 0 0cos( )q t a b t                                                           (9) 

Onde 0  é uma constante da média da frequência angular obtida da Equação (8). Sendo  0a  e 

0b  constantes.  

 

2. MODELO DO SISTEMA ELETROMECÂNICO 

 

A Figura 1 mostra a estrutura eletromecânica idealizada, em micro escala, de captação de 

energia vibratória através dois piezelétricos para transformar em energia elétrica. A estrutura 

consiste de um pórtico plano de vigas flexíveis cujo comportamento dinâmico é descrita pela 

coordenadas generalizadas temporais, os modos de vibração, de forma que y  representa o 

movimento da viga horizontal com frequência natural 2  enquanto x  representa o movimento 

da viga vertical com frequência natural 
1 .  As frequências naturais estão relacionadas da 

forma 2 12   conhecida como ressonância interna. ( )F t  é a força de excitação não ideal, ou 

seja, esta força atua lateralmente devido a um motor elétrico de potencia limitada e de 

frequência rotacional variável. Dois materiais piezelétricos são acoplados nas vigas vertical e 

horizontal, respectivamente. O circuito retificador acoplado aos piezelétricos extrai a energia 

para produzir a tensão ou voltagem v . 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 1 Captação de Energia desde um pórtico flexível e excitação não ideal 

As equações de movimento do sistema eletromecânico de gerador piezelétrico de energia são 

obtidas das Equações (1)-(2) em forma simplificada:  

2

1 1 1 0 0 0 0 02 cos( cos( ))x x x xy v f t a b t                                             (10) 
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2 2 2 0 0 0 0 02 sin( cos( ))y y y x v g t a b t                                            (11) 

0v v x y                                                               (12) 

Onde as constantes 
0f , 

0g  são as amplitudes de excitação; 
0  é a frequência de excitação e 

0a , 

0b  são constantes. Estas constantes podem ser identificadas através de analise de estabilidade e 

de ensaios experimentais.  

Os termos coseno e seno das Equações (10)-(11) podem ser expandidos como 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0cos( cos( )) cos( )cos[ cos( )] sin( )sin[ cos( )]t a b t t a b t t a b t                        (13) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0sin( cos( )) sin( )cos[ cos( )] cos( )sin[ cos( )]t a b t t a b t t a b t                         (14) 

Considerando a expansão de Jacobi-Anger [15], os termos de seno e coseno são definidos das 

seguintes formas: 
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onde ( )nJ z  é n-ésima função de Bessel. 

Então, considerando as Equações. (15) e (16), as Equações (13) e (14) pode ser escrita como 
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onde 
0 0 0k kb    .  

Finalmente, substituindo as funções trigonométricas das Equações (17) nas Equações (10) e 

(11) temos 
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0v x y                                                               (20) 

Podemos resolver as Equações (18)-(20) pelo principio de superposição: 

2

1 1 1 0 02 ( )cos( )k kx x x xy v f J a t                                               (21) 

2 2

2 2 2 0 02 ( )sin( )k ky y y x v g J a t                                              (22) 

0      , 1,0,1,v x y k                                                (23) 

Note que as Equações (21) e (22) são similares a um sistema com excitação ideal para cada 

k . Nesse caso a solução do sistema (18)-(20) para cada solução ( , , )k k kx y v  do sistema (21)-(23) 

seria da forma: 
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A potência elétrica gerada pelo sistema é definida por 
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P
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Neste trabalho através dos resultados numéricos e analíticos pretende-se mostrar as influencias da 

excitação ideal (frequência constante) e a excitação não ideal (frequência variável no tempo) sobre 

o pórtico plano cujos dois modos de vibração estão acoplados com termos não lineares 

quadráticos e suas frequências naturais na relação de 1:2 de ressonância interna. 

 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

As simulações numéricas foram realizadas no ambiente MATLAB® com o integrador de 

Runge-Kutta de quarta ordem de passo adaptativo. Os valores dos parâmetros adimensionais são 

mostrados na Tabela 1. 

 

Tabela 1 Valores dos parâmetros do sistema eletromecânico. 

 

Parâmetros Adimensionais Valores 

1 ; 
2 ; 

1 ; 
2   0.01; 0.01; 1.0; 2.0         

0f ; 
0g ; 

0a ; 
0b ; R                0.2; 0.2; 2.0; 0.01; 1.0         

 ;  ;  ; 1 ; 2                 0.05; 0.01; 0.5; 0.3; 0.4 

 

A seguir, os resultados numéricos mostram a efetividade da ressonância interna de relação 1:2 

entre duas frequências naturais das vigas do pórtico que permite que uma determinada quantidade 

de energia seja transferida entre os modos de vibrar. Quando é atingida a ressonância externa é 

possível aumentar a amplitude de resposta do modo de vibração da coluna x  através desta 

transferência de energia proveniente de outro modo de vibração y . 

A Figura 2 mostra os resultados numéricos para o sistema eletromecânico com excitação ideal. 

Nesse caso foi considerado 0a =0, 0b =0 na Equação (8) enquanto os outros parâmetros da Tabela 

1 são fixados. 

Na Figura 2(a), mostra as saídas de variação das máximas amplitudes, no estado permanente, 

da série temporal do pórtico plano (em linha azul da coluna- x  e em linha vermelha da viga 

horizontal- y ) enquanto da linha verde corresponde às amplitudes da voltagem- v  em função da 

frequência de excitação 0 . 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Considerando ressonância interna 
2 12  . Observamos que na segunda região de ressonância 

0 2  , o fenômeno de saturação está presente, ou seja, a partir de um ponto crítico de 

0 c  as amplitudes de oscilação de y  para de crescer ou é saturada (linha vermelha) enquanto 

de x  cresce drasticamente (linha azul). A saída de variação da voltagem (linha verde) é 

influenciada pela resposta da coluna chegando a um valor máximo, aproximadamente, de 0.8. 

Na primeira região de ressonância 
0 1  , observamos que a saída de variação da voltagem 

predomina em relação à segunda região de ressonância, chegando a um valor máximo, 

aproximadamente, de 2.2. 
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 (a)                                                                               (b)   

Figura 2 Variação da saída das amplitudes em função de 0  nas passagens de ressonâncias ( 0 1  e 

0 2  ) e ressonância interna (
2 12  ) para caso ideal: a) ( x , y , v ) , b) Potencia. 

. 

Na Figura 2(b), mostra a variação da saída da potência elétrica gerada quando a frequência de 

excitação realiza a passagem pelas duas regiões de ressonância. Como podemos ver que na 

primeira região de ressonância uma boa possibilidade de ótima voltagem. Aproximadamente, tem o 

valor de 4.53 na região 0 1   enquanto para 0 2   tem o valor de 0.53.  

Da mesma forma, os resultados numéricos da Equação (8) para o caso não ideal, 0 0a  , 0 0b  , 

foram considerados os valores dos parâmetros da Tabela 1, são mostrados na Figura 3. Para 

0 1  , a saída da voltagem chega a seu máximo de, aproximadamente, 2.5. Enquanto em 0 2  , o 

fenômeno de saturação está presente entre os dois modos de vibrar, a saída da voltagem chegou a seu 

máximo, aproximadamente, de 1.1, ver linha de cor verde da Figura 3(a). Enquanto a saída da potência 

elétrica chegou a 6.0, ver Figura 3 (b). Finalmente, quando foi aplicada uma excitação não ideal na base 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

do sistema eletromecânico teve maior desempenho da saída da voltagem em comparação com o 

caso de excitação ideal. 
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Figura 3 Variação da saída das amplitudes em função de
0  nas passagens de ressonâncias (

0 1  e 

0 2  ) e ressonância interna (
2 12  ) para caso não ideal: a) ( x , y , v ) , b) Potencia. 
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(a)                                                                (b) 

Figura 4 Saída da potência elétrica no domínio do tempo para (a) 0 =0.9, (b) 0 =2.0. 

 

A seguir, para acompanhar os resultados da Figura 3(b), caso não ideal, consideramos os 

resultados numéricos no domínio do tempo da Equação (13) para k  entre -100 e 100 quando 

0  0.9 (primeira ressonância) e 0 =2 (segunda ressonância), ver Figura 4.  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Figura 4(a) mostra a saída da potência elétrica no domínio do tempo para 
0  0.9 e Figura 

4(b) mostra a saída da potência elétrica no domínio do tempo para 
0  2. 

 

4. CONCLUSÃO 

Neste trabalho foi desenvolvida a aproximação física de um protótipo em micro escala baseada 

nas configurações físicas e geométricas de um pórtico plano flexível pela qual explorasse a 

interação entre dois modos de vibração com características não lineares quadráticos de 

acoplamento e explorou-se um tipo de excitação não ideal onde sua amplitude e frequência variam 

com o tempo. Por conseguinte, para obter um bom desempenho na potencia elétrica gerada a 

partir de grandes amplitudes de oscilação seja periódica, quase periódica ou caótica vai depender 

do fenômeno de saturação (quando a ressonância interna de relação 1:2 entre duas frequências 

naturais de um dado sistema permite que uma determinada quantidade de energia seja transferida 

entre os modos de vibrar. Quando é atingida a ressonância externa é possível aumentar a 

amplitude de resposta de um determinado modo de vibração de um gerador piezelétrico através 

desta transferência de energia proveniente de outro modo de vibração) e do tipo de excitação para 

o sistema gerador de energia nesse caso se comparou a efetividade entre a excitação ideal 

(frequência de excitação constante) e a excitação não ideal (frequência variável com o tempo). Em 

um trabalho futuro pretende-se analisar o sistema em questão através da dinâmica não linear 

usando Mapa de Poincaré, Expoente de Lyapunov e Diagrama de Bifurcação. 
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