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RESUMEN

En varios mecanismos, e.g. roboticos, se estudia el problema de la dindmica de brazos
articulados flexibles. El problema de la friccion en dicha articulacion podria causar
inestabilidades que produzcan ruidos molestos y desgasten prematuramente este tipo de
dispositivos. En este trabajo se presenta un modelo de un péndulo sometido a grandes
rotaciones y deformaciones en su plano. Es considerada la friccion estatica y dinamica
tipo coulombiana en el pivot de donde se sostiene por contacto seco el cuerpo pendular.
También se considera un modelo de friccion tipo viscoso. La formulacion del problema
se realiza dentro de la Mecénica del Continuo en 2D en la referencia puramente
lagrangeana donde son utilizados los dos tensores de tensiones de Piola — Kirchoff con
ecuaciones constitutivas lineales o no lineales. Este problema es resuelto por el método
de Elementos Finitos. Se utiliza un software de uso general que construye el modelo de
elementos finitos a partir de la introduccion de las ecuaciones diferenciales a derivadas
parciales gobernantes (FlexPDE). El trabajo concluye con un estudio de la potencia
disipada para los distintos modelos de friccion.

Palabras Claves: Contacto, Friccién, Deformacion finita, Inestabilidad, Mecéanica no
lineal.
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1. INTRODUCCION

El problema de contacto y friccion se encuentra en muchas ramas de la Ingenieria
Mecanica como pueden ser procesos de conformado de metales, entre ldminas metalicas
y rodillos en la laminacion en caliente, etc. Otro tipo de problemas son las uniones
articuladas y en particular los mecanismos utilizados en robética que cuentan con brazos
articulados flexibles. El problema de la friccion en dicha articulacion podria causar
inestabilidades que produzcan ruidos molestos y desgasten prematuramente este tipo de
dispositivos. Es importante considerar la flexibilidad de la unién y la friccion en el
estudio del problema dindmico de la misma [1,2].

En este trabajo se presenta un modelo de un péndulo [3] sometido a grandes rotaciones
y deformaciones en su plano. Es considerada la friccion estatica y dinamica tipo
coulombiana en el pivot de donde se sostiene por contacto seco el cuerpo pendular. Por
otro lado se tiene en cuenta la flexibilidad del eje. La formulacion del problema se
realiza dentro de la Mecénica del Continuo en dos dimensiones en la referencia
puramente lagrangeana donde son utilizados los dos tensores de tensiones de Piola —
Kirchoff con ecuaciones constitutivas lineales o no lineales. Este problema es resuelto
por el método de Elementos Finitos. Se utiliza un software de uso general que construye
el modelo de elementos finitos a partir de la introduccion de las ecuaciones diferenciales
a derivadas parciales gobernantes (FlexPDE). El trabajo concluye con un estudio de la

energia para los distintos modelos sin y con friccion.

2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

El planteo de las ecuaciones gobernantes se realiza en el marco de la mecanica del
continuo en la representacion lagrangeana o material dando algunas ventajas respecto
del planteo euleriano o espacial para problemas de mecénica de solidos. Por ejemplo, si
el problema del continuo estad dado en la configuracion euleriana, ademas de plantear
las ecuaciones de movimiento (Ecs. de Cauchy) se tendra que resolver en forma
acoplada la conservacion de la masa. No es ésta la principal dificultad de tal enfoque,
ya que si el cuerpo realiza desplazamientos y deformaciones finitas en el espacio, el
planteo de las ecuaciones de contorno (posicion geométrica del borde) es un problema
matematicamente inconsistente ya que la posicion misma es una de las incognitas del

movimiento y por otro lado es necesario conocerlas para el planteo de las condiciones
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de borde. Sin embargo, si el problema se da en la configuracién lagrangeana o material
solo se tendré que resolver el problema de movimiento:

V-P+pb=p,A (1)
donde Pes el primer tensor de tensiones de Piola — Kirchoff, p,=p(X,t,) es la

densidad inicial, y A=0V /ot es el campo de aceleraciones dado como una derivada
parcial del correspondiente campo de velocidad. Las condiciones de contorno son
impuestas en el contorno inicial (cuya posicion es dato ya que es el propio campo
material), quedando el planteo del problema de contorno, junto con las condiciones
iniciales y las ecuaciones de movimiento cerrado consistentemente. Tanto la posicion
del contorno como cualquier parte del cuerpo seran conocidos una vez resuelto dicho
problema diferencial. El planteo del problema del movimiento del continuo en la forma
material es analogo al usado en la mecéanica de particulas y cuerpos rigidos. El segundo
tensor de Piola - Kirchoff simétrico, viene dado por P = F S donde F es el tensor
gradiente de deformaciones. Remplazando en la Ecuacion (1)

v'(FS)‘*‘/Oob:poA (2)
En este trabajo se usan materiales tipo St. Venant—Kirchhoff como constitutiva

S = Atra(E) + 2)E con E el tensor deformacidn finita (de Green).

3. MODELO DE FRICCION DE COULOMB

Este modelo fue introducido por Amontons en 1699 y luego fue desarrollado por
Coulomb en 1785 [4]. Sin embargo el caracter global, por tratarse de cuerpos rigidos,
daba a este modelo una aproximacién muy burda. Sin embargo cuando se aplica a
cuerpos deformables, este modelo resulta mucho mas realista, pudiéndose reproducir
fendmenos como el llamado “‘stick and slip”. La fuerza de rozamiento que un cuerpo

ejerce sobre otro, es siempre menor o igual a un factor x por la fuerza normal a la

superficie de contacto (Ilamada fuerza de contacto entre los dos cuerpos). Esta fuerza de
friccion es ademas colineal con dicha superficie de contacto y en sentido contrario a la

velocidad con que los dos cuerpos deslizan.

si R <uFy = U, =0

F, < uF 3
T ﬂN{si Fr=iFy = U =-IF )
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donde u es el coeficiente de friccion, A un numero real y u, es la componente

tangencial de la velocidad. Como se puede observar, la ley de rozamiento tiene que ser
expresada no solo en términos de la fuerza normal, sino también de la velocidad ya que
depende de la evolucién previa. La friccion estatica estara contenida en la anterior ley

Ecuacion (3) (ver Figura 1)

Fr

nEN u, si u, =0
Uy Siou, =0

X

uT

Figura 1. Gréfico de la Ley de Friccién.

3.1. Regularizacion del problema de Coulomb

La ley de friccion formulada en el apartado anterior es de caracter no regular, ya que no
existe una forma funcional univoca que relacione F; = F; (u;) para todos los valores de
la velocidad. Por ejemplo cuando la velocidad es nula no esta definida la fuerza de
friccidn. Para esta situacion la dependencia funcional de dicha fuerza de friccion es con
respecto a otras cantidades cinematicas; de hecho sera igual y opuesta a la fuerza que
tienda a hacer deslizar un cuerpo sobre el otro. Sin embargo esta ley se puede
regularizar, aproximandola con una funcion similar a un escalén. Desde el punto de
vista numérico esta aproximacion sera valida tomando un ¢ lo suficientemente pequefio
(Figura 2).

Fr =—up, ()R (4)

Dicha regularizacion puede realizarse con distintas funciones [4], e.g. Raiz

Cuadrada: ¢! (u,) =, Tangente Hiperbélica  ¢?(u;)=tanh "™, definida
&

«/UZT +&

a trozos (la utilizada en este trabajo) ¢3(u; )= -1 si U; <—s, :Z—T si —e<Uy <&
&

=+1si U; >¢.
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Figura 2. Tres regularizaciones de la ley de friccion.

4. CONDICIONES DE BORDE PARA EL PENDULO

El modelo derivado de la teoria de la mecéanica del continuo el cuerpo serd tratado
como un modelo 2D. Las condiciones de borde impuestas sobre el péndulo son las
siguientes. En la superficie exterior el vector tensién es nulo y en el pivote la
componente normal del desplazamiento y la componente tangencial de la tension
también seran nulas. En el pivote del péndulo vale uy =0y t; = F, (Figura 3). Ya que
la fuerza de friccion depende de la fuerza normal en el pivote (que es desconocida) se
reformula el problema para que todas las condiciones de borde queden en término de las

tensiones: se supone que a cada punto del pivote (eje) le corresponde una fuerza normal

proporcional al desplazamiento F, =ku, . Luego dada una k lo suficientemente grande

se podra aproximar el problema anterior. Entonces, ty, =—ku, y t; =F,.

5. Planteo de la energia
La variacion de energia del péndulo (modelo eléstico no-lineal) puede ser encontrada

luego de plantear la energia total, E=T+U,+U g donde T:%J.pOV-VdVOL

U, =gfpode0|? U, - 'Dtr[SDEjdVOL g es la aceleracion gravitatoria e y es la
Po

componente material a lo largo de la altura del vector posicion. Todas las integrales

fueron realizadas con respecto a la configuracion lagrangiana no deformada con lo cual

- - - - . - DE _ aE
las derivadas materiales son coincidentes con las parciales, i.e. %)t = ét :
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Figura 3. Esquema de las condiciones de borde.

6. RESULTADOS NUMERICOS

Fue desarrollado un ejemplo para ilustrar la influencia de los pardmetros involucrados,

principalmente la rigidez del eje y la friccion. Se trata de un péndulo plano de longitud

L= 1 m, ancho d= 0.15 m, material con E =6-10°N/m? v =0.3, girando alrededor de
un eje de R=d /4 que se supondré con distintas flexibilidades a través de valores de
rigidez k (N/m/m). También se estudiaran variaciones en la friccion entre péndulo y eje.
Las simulaciones seran realizadas con FlexPDE, un entorno para resolver problemas
con un modelo de elementos finitos y rutinas numéricas. Se utiliz6 un modelo 2D con
132 elementos cuadraticos. El péndulo es liberado desde la posicion horizontal en

reposo.
6.1. Influencia de la flexibilidad del eje.
La respuesta en el tiempo del péndulo en movimiento fue hallada para distintos valores

de la rigidez del eje con k=0.1E,E,10E,100E,1000E (donde E es el valor del modulo

de elasticidad). Esto es, el eje varia de mas flexible a mas rigido. Para evaluar la
influencia de este pardmetro se muestran en la Figura 4a las variaciones en el tiempo de

las coordenadas xe y correspondientes al punto C (ver Figura 3).

Puede observarse que si el eje es muy flexible (k;) el punto sufre oscilaciones notables.
A medida que se rigidiza el eje (ks ), el punto tiende a mantenerse en reposo. El efecto

de la flexibilidad es también visible en la Figura 4b que representa las trayectorias del
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punto B (en el extremo libre del péndulo) correspondientes aproximadamente a medio
periodo del modelo rigido analogo. Puede verse que a mayor flexibilidad del eje el
punto B tiene una trayectoria mas baja, como era de esperar.

Variacion de la posicién vertical del punto C con k

Variacion de la posicion horizontal del punto C con k
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Figura 4. k, =0.1E ,k, = E,k; =10E ,k, =100E ,k; =1000E . a) Coordenadas x e y del
punto C (eje) en el tiempo. b) Trayectorias del punto B (extremo libre del péndulo).

Otro resultado interesante que permite evaluar el comportamiento de la junta es un
mapeo de las tensiones en una region cercana al eje, en un instante. En la Figura 5 se
muestran los vectores tensién de Piola — Kirchoff correspondientes al plano cuya

normal es el eje y, para el instante t=1s, ks =1000E, en una zona alrededor de la
junta.
6.2. Influencia de la friccion de la junta.

La friccion entre el material del péndulo y el eje es tenida en cuenta con el modelo de
friccion seca (modelo de Coulomb). Se consideran dos coeficientes, uno estatico

U, =0.7a y uno dinamico x4 =0.5a, siendo a un parametro que puede valer a=0.1,
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0.25, 0.5, 0.75, 1. Durante el movimiento las superficies en contacto alternardn entre
friccidn estatica y dinamica dependiendo de las condiciones en cada instante.

Figura 5. Valores y direcciones de tensiones Piola — Kirchoff en una region cercana a
la junta para ks =1000E en el instante t =1s.

En la Figura 6a se muestran las coordenadas x del punto C para dos valores del

parametro a, en todos los casos con k; =1000E . Dado que el periodo del péndulo

rigido es de aproximadamente 1 s, puede observarse que cada segundo se produce una
inestabilidad (“stick and slip” en inglés) en el movimiento debido a una alternancia
entre el rozamiento estatico y dindmico que se hace mas evidente cuanto mayor es el
valor de los coeficientes o sea del valor del parametro a. Se advierte que luego de 6
segundos se aumenta la inestabilidad, coincidiendo con una disminucién en la velocidad

pendular.

La Figura 6b muestra los valores instantdneos de la relacion (Fuerza de
friccion)/(Fuerza normal) en el punto A (ver Figura 3). Es notable la inestabilidad a

partir de los 6 segundos o sea la alternancia entre friccion estatica y dinamica.
7. Anélisis de energia.

La Figura 7 incluyen los diagramas de variacion de energia para el péndulo sin
rozamiento (ks =1000E ) y con rozamiento para el mismo ky a; =1. Es de notar la

conservacion de la energia total E en el primer caso. En forma similar que en el caso

rigido, la energia cinética T va en contrafase con la energia potencial gravitatoria U.
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« 10 Variacion de la coordenada x del punto C con u
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Figura 6. k; =1000E . a) Variacion temporal de la coordenada x del punto C (eje).
a; =0.1y a; =1.; b) Relacion (Fuerza de friccion)/(Fuerza normal) en el punto A vs. Tiempo.
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Figura 7. Energia (en kJ) en funcidn del tiempo para a) movimiento sin friccion, b)

movimiento con friccion (as =1), ks =1000E .

Una pequefia cantidad de la energia se intercambia con la energia elastica U.. Dado que
el sistema, en este caso, es conservativo, este analisis es Util para controlar la calidad de
la solucién numérica. En el otro caso, péndulo con friccion, se observa la disipacion de

la energia total.

8. CONCLUSIONES
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En este trabajo se plantearon las ecuaciones del continuo gobernantes del problema del

movimiento de un péndulo plano flexible con un eje no puntual flexible y con friccion.

El planteo se realiza en la referencia lagrangeana que brinda un enfoque elegante y més
compacto que un tratamiento euleriano. Se realizaron simulaciones numéricas
utilizando un software que utiliza un modelo de elementos finitos para la resoluciones
del sistema gobernante que es altisimamente no lineal. Fue modelado el péndulo
flexible con distintas flexibilidades en el eje sin y con friccion seca, teniendo en cuenta
coeficientes estaticos y dinamicos en el rozamiento. En este Gltimo caso pudo
reproducirse exitosamente el fendmeno de inestabilidad por friccién, llamado en inglés,
stick and slip, responsable de ruidos como el emitido por una bisagra sin aceite, una
rueda rozando en el pavimento al resbalar, la rueda de los trenes con la via, etc. En
definitiva, se cuenta con una herramienta que permite analizar efectivamente un
problema por demés complejo y realizar estudios paramétricos como el presente y
posteriores estudios cualitativos y cuantitativos, con la potencia de haber sido derivada

de principios rigurosos.
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