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RESUMO 

A procura por novas fontes de energia é um dos maiores desafios da ciência e da engenharia. 
Uma maneira de se obter energia de forma sustentável provém da captação da energia mecânica 
liberada por um corpo para o meio, a fim de convertê-la em energia elétrica, um ponto importante 
nesta aplicação é a utilização de materiais piezelétricos para realizar esta transformação, já que 
estes materiais tem a capacidade de produzir energia elétrica quando forem submetidos à 
alteração do seu estado mecânico. Para que o protótipo proposto neste projeto gere energia 
elétrica é necessário considerar: (1) um material piezelétrico baseado no circuito elétrico linear;  
(2) uma estrutura flexível de tipo pórtico plano em escala reduzida com dois modos de vibração de 
frequências naturais em relação 1:2 (ressonância interna); (3) passagem de ressonância da fonte 
de excitação com as frequências naturais da estrutura e (4) uma fonte de excitação de tipo ideal 
(frequência de excitação constante) e não-ideal (frequência rotacional variável). O estudo do 
comportamento dinâmico e potência elétrica do sistema foram desenvolvidos com as ferramentas 
da dinâmica não linear e caótica no ambiente computacional MATLAB®: série temporal, e curvas 
de ressonância. 
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1. INTRODUÇÃO 

A captação de energia elétrica a partir de vibrações mecânicas tem-se desenvolvido de maneira 

crescente para aplicações tecnológicas em escala micro e macro. Para que ocorra a captação da 

energia elétrica são utilizados materiais piezelétricos, cuja sua principal propriedade é a 

capacidade de gerar um potencial elétrico quando for submetido a alteração do seu estado 

mecânico. O processo de colheita de energia ficou conhecido como Energy Harvesting. Sem 

desmerecer os outros autores, destacam-se no uso desses materiais piezelétricos cujas 

características lineares são exploradas nos trabalhos de Ertuk et al. [4]. 

Para o estudo de sistemas vibratórios geralmente são consideradas duas fontes de excitação, as 

ideais consideradas como excitação harmônica de amplitude e frequência constante, e não-ideais 

que são consideradas de amplitude e frequência que dependem da resposta do sistema principal, 

essa fontes de excitação são estudadas por vários pesquisadores [5,8]. Na literatura científica a 

respeito, muitos autores utilizaram diversas estruturas como viga engastada, pêndulo invertido com 

massa no topo e entre outros que suportam materiais piezelétricos acoplados [6,7,10], 

recentemente, De Paula estudou a influência da excitação de um motor eletromagnético na base 

de um pórtico plano flexível [2]. 

Neste trabalho vamos utilizar um material piezelétrico de modelagem linear de acordo com o 

trabalho de Erturk et al. [4]. A estrutura utilizada é baseada em um pórtico com dois modos de 

vibração e com excitação não ideal que foi estudado por Mazzilli e Brasil [10], sem desmerecer os 

demais trabalhos a respeito desse tema.  

2. MODELO DO SISTEMA ELETROMECÂNICO 

O protótipo eletromecânico idealizado em escala reduzida foi utilizado para a captação de energia 

elétrica a partir de fontes de excitação vertical como mostra a Figura 1. A estrutura de pórtico que 

suportam os piezelétricos trata-se de vigas flexíveis, cujas condições físicas e geométricas definem 

que os dois modos de vibrar se encontram em ressonância interna de relação 1:2 entre suas 

frequências naturais. Enquanto para excitação na base foi considerado um shaker eletrodinâmico 

com característica ideal e não-ideal. Os detalhes nas próximas seções.   



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                           Figura 1  Protótipo do Sistema eletromecânico de Colheita de Energia. 

 

2.1 Equações de movimento do pórtico 

Segundo Mazzilli e Brasil [10], as equações de movimento são descritas pelos deslocamentos 

generalizados na direção horizontal 
1 1q u h  e vertical 

2 2q v l  como mostra a Figura 2. 
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                                  Figura 2  (a) deslocamento horizontal e (b) deslocamento vertical. 
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Onde: 
1 e

2 , são as frequências naturais da estrutura pórtico, aX  é a fonte de excitação na base, 

é o comprimento horizontal do pórtico e h  é a altura da coluna, m é a massa de cada uma das 

barras verticais, M é a massa da barra horizontal, 2k um coeficiente de rigidez, 1̂  e 2̂ são 

coeficientes de amortecimento viscoso e o coeficiente A define o campo de deslocamento axial. A 

relação de frequências para que ocorra ressonância interna é de relação 1:2, define-se
2 12  . A 

definição dos parâmetros das equações (1) e (2) são estabelecidas por Mazzilli e Brasil [10]. 

 

2.2 Equação da Voltagem produzida pelo piezelétrico linear 

A modelagem do circuito e do material piezelétrico foi aproximada por Erturk et al. [4]:   

1

1
0

p p

Q Q q
RC C


                                                             (3) 

Onde: Q  é a tensão adimensional determinada através da resistência da carga do piezelétrico,  

pC define um capacitor, R define um resistor e  é o acoplamento eletromecânico. 

 2.3 Fontes de excitação consideradas para o sistema 

Neste trabalho foram consideradas duas formas de excitação, uma do tipo ideal conhecida na 

literatura como excitação harmônica e o outra que simula a excitação não-ideal fornecida por um 

shaker eletrodinâmico, conhecida na literatura atual como excitação não-ideal de amplitude e 

frequência variável.  

Fonte de excitação ideal expressa na equação (4), conhecida como excitação harmônica, possui 

frequência e amplitude 0F constantes: 

cos ta oX F                                                                     (4) 

A modelagem da excitação não-ideal trata-se de uma equação dinâmica de um motor elétrico com 

interação dinâmica do sistema que suporta este motor segundo Kononenko [8] e recentemente 

pelo professor Palacios Felix [5]. Pela experiência do orientador teve-se a conclusão de definir da 

seguinte forma expressa na equação (5):  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0cos( t cos( ))a oX F a b t                                                          (5) 

Onde: 0F  é a amplitude e  é a frequência angular. Sendo 0a  e 0b constantes. 

2.4 Modelagem do Sistema de Colheita de Energia 

As equações de movimento do sistema eletromecânico propostas aqui são similares as do pórtico 

plano excitado na base de Mazzilli e Brasil [10] e do piezelétrico-circuito do modelo de Erturk et al. 

[4]. Três modelos de captação de energia são propostos da seguinte forma: primeiro, o piezelétrico 

é acoplado na coluna do pórtico de deslocamento
1q . Segundo, o piezelétrico é acoplado na viga 

horizontal de deslocamento
2q . Terceiro, dois piezelétricos são acoplados simultaneamente nas 

vigas da coluna e na viga horizontal. 

As equações são definidas adimensionalmente onde as derivadas são definidas em relação ao 

tempo adimensional 1t  , as equações (6), (7) e (8) apresentam respectivamente o 

acoplamento para dois piezelétricos no sistema, onde na equação (6) o termo ( Q ) representa o 

acoplamento de um piezelétrico na viga vertical, e para a equação (7) o mesmo representa o 

acoplamento na viga horizontal, o termo (
1 2q q  ) na equação (8) da voltagem do circuito-

piezelétrico representa os dois piezelétricos acoplados no sistema. 
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Os parâmetros adimensionais são definidos por: 
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3. RESULTADOS 

Para realizar as simulações numéricas é necessário reduzir as equações de segunda ordem a 

primeira ordem, a fim de usar o comando ode23 e aplicando assim algoritmo de integração de 

Runge-Kutta com passo de integração variável no software MATLAB®.  

Determina-se uma mudança de variáveis onde: 1 1x q        2 1x q        3 2x q        4 2x q        5x Q . 

A partir das novas variáveis reescrevem-se as equações da seguinte forma: 

1 2x x  

2

2 1 1 1 1 5 1 2 1 1 3ax x X x x x x x           

3 4x x  

2 2

4 2 3 5 2 2 4 2 1ax x x X x x           

                                                                 
5 5 2 4x x x x                                                          (9)                                                                                     

3.1. Análise dinâmica do sistema 

Para as simulações numéricas foram utilizados os seguintes valores dos parâmetros adimensionais 

como mostra na Tabela 1, os mesmos foram adotados com base nas propriedades geométricas da 

seção e em trabalhos da área para parâmetros constates definidos em [4,10]. Foram considerados 

as seguintes condições iniciais em todas as simulações numéricas 1 0.1q  , 1 0q  , 2 0.1q  , 2 0q  , 

0Q  .  

Tabela 1  Parâmetros adimensionais estabelecidos. 

 

Caso I: Considerou-se a excitação ideal 

Os resultados mostram que as amplitudes de oscilação no estado permanente de 1q são maiores 

que em 2q , assim o desempenho do sistema será mais eficiente neste acoplamento, porém se 

1  0.02 
1  0.30   0.01 

1  1.00 
1  1.00   0.05 

0a  2.0 

2  0.02 
2  0.40   0.50 

2  1.00 
2  2.00 

0F  0.20 
0b  0.01 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

forem acoplados dois piezelétricos em  1q  e 2q  o desempenho será ainda melhor, considerando 

que serão acoplados dois piezelétricos. A Figura 4 mostra o desenvolvimento do sistema 

eletromecânico quando o piezelétrico foi acoplado na coluna do pórtico
1q , na equação (1). A 

frequência de excitação ideal para todos os acoplamentos foram de  = 2.1. 
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Figura 4  Histórico no domínio do tempo: (a) da voltagem; (b) do pórtico. 

A Figura 5 mostra o desenvolvimento do sistema eletromecânico quando o piezelétrico foi 

acoplado na viga horizontal do pórtico 
2q , na equação (7) 
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Figura 5  Histórico no domínio do tempo: (a) da voltagem; (b) do pórtico. 

A Figura 6 mostra o desenvolvimento do sistema eletromecânico quando dois piezelétricos foram 

acoplados na coluna e viga horizontal do pórtico (
1q ,

2q ), nas equações (6) e (7). 
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Figura 6  Histórico no domínio do tempo: (a) da voltagem; (b) do pórtico. 

As Figuras 7-8 mostram o desenvolvimento do sistema eletromecânico, através de curvas de 

ressonância das amplitudes no estado permanente versus a variação da frequência de excitação 

no intervalo 1.5 2.5  que abrange a passagem pela região de ressonância. A excitação 

atuando diretamente com a frequência natural 2  e com a frequência de ressonância interna 

acontece o fenômeno de saturação (a transferência de energia da viga horizontal é transferida para 

a coluna): as amplitudes de oscilação da viga horizontal são maiores que as amplitudes de 

oscilação da coluna fora da região de ressonância. Quando o sistema entra na região  

de ressonância, as amplitudes de oscilação da coluna são maiores que as amplitudes de oscilação 

da viga horizontal. A seguir analisamos o desempenho da voltagem na ressonância. A amplitude 

máxima para a voltagem na Figura 7(a) mostra que o valor aproximado de 1.5, na Figura 7(b) 

mostra 1.2 e na Figura 9 mostra o valor aproximado de 2.5. Podemos concluir que o melhor 

desempenho da voltagem estaria na consideração de dois piezelétricos no pórtico.  
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Figura 7   Respostas para o Piezelétrico: (a) acoplado na coluna 1q , (b) na viga horizontal 2q . 
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Figura 8  Respostas para Piezelétricos acoplados na coluna e viga horizontal ( 1q ,
2q ). 

 

 Caso II: Considerou-se a excitação não-ideal 

Analisando os dados obtidos no caso I, é possível concluir que o melhor desempenho do sistema 

se dá através do acoplamento de dois piezelétricos no pórtico, dessa forma foi analisado o 

acoplamento de dois piezelétricos no pórtico para um sistema não-ideal, com frequência variável.   

A Figura 9 mostra o desenvolvimento do sistema eletromecânico quando dois piezelétricos são 

acoplados na coluna e viga horizontal do pórtico (
1q ,

2q ). A Figura 10 mostra que as amplitudes em 

1q  e 2q  no estado permanente são maiores que no caso ideal, dessa forma o desempenho da 

voltagem será mais eficiente para o caso não-ideal. 
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Figura 9  Histórico no domínio do tempo: (a) da voltagem; (b) do pórtico, (Caso não Ideal). 
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Figura 10 - Respostas para Piezelétricos acoplados na coluna e viga horizontal (

1q ,
2q ). 

 

4.CONCLUSÃO 

Observando os casos I e II descritos neste trabalho, é possível comparar que o melhor 

desempenho do sistema eletromecânico sobre captação de energia, seria acoplar dois 

piezelétricos no pórtico e com excitação na base de forma não-ideal. Finalmente foram 

comparados os resultados em relação a voltagem chegando a concluir que com a excitação  

não-ideal teve melhor desempenho como mostra a Figura 11.   
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Figura 11  Respostas da Voltagem caso ideal e não-ideal. 

 

Para trabalhos futuros serão considerado as equações de movimento de um shaker 

eletrodinâmico, como o descrito no trabalho para realizar a função da excitação não-ideal. 
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