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RESUMO 

 
Nas últimas décadas, o estudo do pêndulo duplo tem se desenvolvido bastante para projetos de robótica, 

dependendo do tipo de configuração, e assim, tem realizado um papel importante na solução de muitos 

problemas na engenharia. Os fenômenos não lineares na passagem de ressonância de um braço 

robótico são baseados no comportamento dinâmico de um pêndulo duplo excitado verticalmente na sua 

base por um frequência oscilante harmônica constante (tipo ideal) e uma frequência variável baseada em 

um motor shaker eletrodinâmico (tipo não ideal). Neste trabalho, analisaram-se numericamente os 

intervalos dos parâmetros pelo qual o sistema se encontra no estado periódico e caótico devido a 

interação dinâmica entre a fonte de excitação e o braço robótico. Aliás, para a análise qualitativa do 

comportamento dinâmico utilizou-se as ferramentas da dinâmica não linear e caótica: a série temporal, 

retrato de fase e curva de ressonância no ambiente computacional MATLAB®. 
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1. INTRODUÇÃO 

As novas tecnologias na área da robótica têm crescido muito no âmbito científico atual, principalmente 

em trabalhos de engenharia. O sistema físico de pêndulos é o protótipo ideal para desenvolvimento de 

um braço robótico. Na literatura clássica sempre foi utilizada uma excitação harmônica na base de um 

pendulo simples ou duplo que gera comportamentos dinâmicos seja periódicos ou caóticos.  

O braço robótico tem várias aplicações na indústria em que uma ação repetitiva é muito executada, 

substituindo tarefas manuais por um sistema automatizado industrial. É muito utilizado também, em 

linhas de montagem de fábricas de automóveis.  

Considera-se neste trabalho que o pêndulo duplo é, basicamente, a união de dois pêndulos simples 

ligados por uma junta adicional e seu movimento é configurado por dois ângulos 1  e 2 , com dois 

graus de liberdade. Ele ajuda a descrever o desempenho do braço, pois a moldagem do pêndulo 

demonstra o comportamento dinâmico do sistema. 

A simplificação da dinâmica do sistema necessita levar em conta a fonte de energia ou a excitação que 

será utilizada, seja ela ideal ou não ideal, a fim de obter resultados que influenciem na resposta do 

sistema [2]. Conceitua-se que fonte de energia não ideal é aquela que ocorre interação do motor com a 

estrutura e a fonte de energia ideal ou excitação harmônica, como o shaker eletrodinâmico, considerou-

se aqui como isenta de qualquer interação com a estrutura [11]. 

As oscilações forçadas geradas por um pêndulo duplo dependem da frequência angular natural e da 

frequência gerada pela força externa. Os fenômenos de ressonância acontecem quando essas duas 

frequências estão coincidindo. Todas as estruturas mecânicas possuem uma ou mais frequências 

angulares naturais, se a estrutura é submetida a uma força externa cuja frequência coincide com uma 

dessas frequências angulares naturais as oscilações podem fazer com que a estrutura se rompa [4]. Os 

fenômenos de ressonância acontecem quando um sistema físico recebe energia por meio de excitações 

de frequência igual a uma de suas frequências naturais de vibração. Assim, o sistema físico passa a 

vibrar com amplitudes cada vez maiores.  

Sistemas caóticos são sistemas não lineares em que a ordem dos acontecimentos e a frequência são 

imprevisíveis, seus movimentos e suas trajetórias podem ser alterados constantemente devido a 

qualquer tipo de perturbação na condição inicial, tornando-as completamente aleatórias [1]. Em sistemas 

mais complexos, determinados resultados podem ser "instáveis" no que diz respeito à evolução temporal 

como função de seus parâmetros e variáveis. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Neste trabalho estuda-se o comportamento das vibrações e energia do sistema do braço robótico, seja 

periódico ou caótico, modelado matematicamente através de um pêndulo duplo, e assim, entender e 

encontrar os intervalos de estado.  

2. DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

As equações de movimento do pêndulo duplo são modeladas por equações diferenciais, baseadas no 

modelo de Danuta [9]. Para excitação na base considerou-se um shaker eletrodinâmico de Xu [12]. Para 

o caso de excitação harmônica considerou-se 0 cos( )aX F t , onde 0F  e   são a amplitude e a 

frequência constantes da excitação respectivamente. Para o caso não ideal considerou-se 

0 0 0cos( cos( ))aX F t a b t   , onde 0a  e 0b  são constantes.  

O protótipo do braço robótico é mostrado na Figura 1. A Figura 1(a) mostra o esquema do shaker cuja 

plataforma se move na direção vertical aX  e suporta o pêndulo duplo. A Figura 1(b) mostra o esquema 

do pêndulo duplo com excitação harmônica na base. 

 

             

(a)                                           (b) 

Figura 1 Sistema Braço Robótico com excitação (a) Não ideal; (b) ideal (Harmônica) 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

O movimento de cada braço do pêndulo duplo é representado pelos descolamentos angulares 1  e 2 , e 

a equação de movimento do sistema é representadas pelas seguintes equações diferenciais de segunda 

ordem não linear: 
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Onde 1m  e 2m são as massa das hastes; 1l  e 2l  são os comprimentos das hastes; 1c  e 2c  são as 

constantes de amortecimento do sistema; g  é a aceleração da gravidade e 
aX  a excitação vertical. 

O protótipo do shaker eletrodinâmico real de Xu [12] e seu esquema do circuito interno são mostrados na 

Figura A1 do apêndice A, pois neste trabalho não foi considerado o circuito completo. 

A seguir, foram utilizadas algumas mudanças de variáveis para deixar as Equações (1) e (2) em forma 

adimensional: 
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Adaptando as Equações (1) e (2) com as considerações acima, obtêm-se: 
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Para as simulações numéricas, transformam-se as Equações (3) e (4) em um sistema de primeira ordem 

usando as variáveis de estado, definidas assim: 
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 Finalmente, 
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Onde  2  11   ²     aHcos . 

2.1. RESULTADOS NUMÉRICOS 

Para realizar as simulações numéricas foi utilizado o integrador de Runge-Kutta de quarta ordem com 

passo adaptativo. Nesse caso, foi utilizada a Equação (5) para desenvolvimento dos gráficos de retrato 

de fase, série temporal e curva de ressonância no ambiente de MATLAB®. Para as simulações foram 

empregadas às condições iniciais de [
5

180


 0 0 0 ] . A Tabela 1 apresenta os parâmetros usados nas 

simulações que foram analisadas. 

Tabela 1 Parâmetros utilizados nas simulações 

 
1  2  3  H a  b  

1  2    
0F  

Simulação 

1 

0.6 0.6 0.2 0.44 1.263 0.79 0.9 0.4 1 0.5 

Simulação 

2 

0.2 0.2 0.2 0.5 1 1 0.5 0.5 1 0.6  

Simulação 

3 

0.6 0.6 0.2 0.44 1.263 0.79 0.9 0.4 1 0.2 

Simulação 

4 

0.2 0.2 0.2 0.44 1.263 0.79 0.9 0.4 0.5 0.5  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Os resultados numéricos foram demonstrados em forma de série temporal, que é definido por uma 

sequência de observações de uma variável ao longo do tempo e pela forma de retrato de fase que é uma 

representação geométrica de todas as trajetórias de um sistema dinâmico no plano. 

A Figura 2 e a Figura 3 mostram o comportamento estável do sistema na análise da excitação harmônica 

(ideal), onde os quesitos escolhidos foram parâmetros de massa e comprimento diferentes para cada 

haste como no trabalho de Firmo [3], e também, valores de massa e comprimento iguais no caso da 

Simulação 2, onde alguns parâmetros de amortecimento e frequência correspondem ao trabalho de 

Danuta [9].  A Simulação 1 mostra um comportamento dinâmico com tendência a um ciclo limite que se 

desenvolve quase que periodicamente com valores dos parâmetros da Tabela 1.            
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              Figura 2 Resultados da Simulação 1 
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                 Figura 3 Resultados da Simulação 2  

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O caso da excitação não ideal proposto neste trabalho é uma ideia com o objetivo de analisar o 

desenvolvimento do protótipo e fazer uma comparação com a dinâmica do sistema excitado na base por 

uma excitação harmônica (ideal). Para analisar as simulações do caso não ideal, utilizou-se a excitação 

0 0 0cos( cos( ))aX F t a b t    onde 0a =2.0 e 0b =0.01 são valores constantes. 

Na Figura 4 foram usados os dados da Simulação 3 mostrado na Tabela 1, com força inicial de excitação 

diferente das simulações anteriores para analisar como se comportaria a fonte de excitação não ideal no 

sistema. As influencias de cada parâmetro demonstram um comportamento quase periódico, entretanto, 

o retrato de fase tem tendências instáveis nesse caso não ideal. 
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Figura 4 Resultados da Simulação 3 

A Figura 5 têm analisa uma mudança de parâmetros na parte do amortecimento na excitação não ideal que revelou 

um resultado com tendências caóticas, onde sua trajetória e sua dinâmica são bem aleatórias.  
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Figura 5 Resultados da Simulação 4  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A seguir, a Figura 6 mostra a curva de ressonância de amplitudes versus a frequência adimensional de 

excitação usando os dados da Tabela 1 para a Simulação 1. Amplitudes são obtidas como os valores 

máximos de cada serie temporal no estado permanente na passagem de ressonância ( 0.4 ). A 

frequência de excitação foi variando no intervalo 0.1 1.0 . 

 

Figura 6 Curva de Ressonância para 1  e 2    

 

3. CONCLUSÃO 

Neste trabalho apresentaram-se os resultados numéricos do desempenho dinâmico de um braço 

robótico modelado por um pêndulo duplo. Foram ensaiadas numericamente duas fontes de excitação na 

base do protótipo, a harmônica (ideal) e a não ideal. As influências no sistema de cada excitação foram 

comparadas e avaliadas a fim de obter resultados mais definidos, entretanto, notou-se a fragilidade do 

desempenho do sistema na diferença de dados utilizados nas variáveis. Foram utilizadas as ferramentas 

da dinâmica não linear nas simulações numéricas para descrever o comportamento dinâmico do pêndulo 

duplo. 
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APÊNDICE A 

 

 

(a)                                                                                       (b) 
 

Figura A1 (a) Shaker Eletrodinâmico [12]; (b) esquema de esforços e sistema elétrico do shaker 
 

As equações de movimento deste shaker são representadas por: 

(X X ) (X X ) M     a a a a b a a b a emM X c k g F                                              (6) 

(X X ) (X X ) M       b b b b a b a b b a b a b emM X c X c k X k g F                                     (7) 

(t)  backLI RI E E                                                                       (8) 

(X )  back a bE X                                                                      (9) 

emF I                                                                          (10) 


