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RESUMEN

La ensefianza de matematica en Ingenieria debe tener como objetivo fundamental crear las
condiciones de forma tal que el alumno pueda comprender la relacién entre los modelos
matematicos abstractos y las aplicaciones reales.

El propésito de este trabajo es comunicar un nuevo enfoque en la ensefanza de matematica
centrada en el analisis dinamico que describe el comportamiento de un sistema y la
representacion grafica de los resultados, facilitada esta tarea por herramientas CAS
apropiadas.

La actividad que se presenta es un caso tedrico-practico tecnoldgico realizado en el
Laboratorio Informatico de Ciencias Basicas en el que se muestra la simulacion del
comportamiento de un servomecanismo que modela un piloto automatico. Se recrean las
condiciones del sistema y se lo somete a cambios en la entrada analizando el comportamiento
de diversos dispositivos de control, ante la modificacion de los parametros que intervienen,
para analizar las vibraciones, oscilaciones o desviaciones de direccion de dicho piloto y asi
investigar las respuestas ante distintas funciones de entrada y diversas configuraciones de la
accion controladora del servomecanismo.

La metodologia que proponemos otorga fundamental importancia, no sélo a dar conocimientos
basicos, sino también al desarrollo de capacidades tales como el analisis de los resultados
emanados de los programas informaticos, las diferentes alternativas de solucion, la capacidad
de analisis, la seleccion racional de propuestas como la deteccion de las variables relevantes
del problema. En este sentido se genera un ambiente de experimentacion mediante un
proceso dinamico e interactivo, de manera que en el desarrollo de los conceptos tedricos y sus
aplicaciones, se utilicen las potencialidades graficas de las tecnologias disponibles; de tal
forma de poder visualizar resultados o conceptos tedéricos que permitan la comprension del
sistema en estudio.
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1. INTRODUCCION

Los recursos tecnoldgicos brindan una amplia posibilidad de representacion y calculo
permitiendo incorporar cambios fundamentarles en la forma de ensefiar. En el ambito
académico las potencialidades de la tecnologia no fueron trasladadas al aula. Se instala
entonces la necesidad de desarrollar nuevos estilos de trabajo y la implementacion de
metodologias alternativas, asi como de replantear la interaccién entre las distintas areas para
potenciar la capacidad del alumno en la adquisicion de conceptos y su consiguiente utilizacién
en los modelos requeridos para la resolucion de problemas ingenieriles.

Es indispensable que el estudiante integre los conocimientos matematicos y los modelos
dinamicos y logre aplicarlos a procesos reales mediante simulacién computarizada y
modelizacién de sistemas complejos.

El propésito de este trabajo es comunicar un nuevo enfoque en la ensefianza de la matematica
donde detras de los conceptos se encuentra el aspecto mecanico del analisis dinamico: La
solucién de las ecuaciones que describen el comportamiento y la representacién de los
resultados, en forma grafica. Las capacidades de graficacion de las herramientas CAS
disponibles facilitan la representacion dinamica del proceso directamente en forma grafica y es
especificamente apropiado para realizar simulaciones de las respuestas del proceso ante
diferentes perturbaciones.

Se pretende que el alumno centre el aprendizaje en las relaciones existentes entre los

conceptos nuevos y los que ya ha incorporado involucrandolo en su proceso de aprendizaje.

2. MODELADO DE UN SERVOMECANISMO

La propuesta esta orientada hacia los alumnos de Calculo Avanzado de la Carrera Ingenieria
Mecanica. Tomando como partida los conocimientos basicos de Transformada de Laplace y
como herramienta computacional el software Mathematica® pretendemos exponer
lineamientos basicos que luego seran aplicados en Teoria de Control. Se estudia para tal fin
una version simplificada del piloto automatico de una nave. El objetivo de esta experiencia es
simular su comportamiento ante cambios en su disefio, bajo la accién de reguladores
proporcional, derivativo e integral y ante cambios en la entrada o set point.

Suponemos que el piloto automatico ha de seguir un rumbo preestablecido: “el rumbo
deseado”, el cual ingresa al sistema de control como “set point”. Diversos factores internos y
externos, afectan dicho rumbo logrando obtener, como consecuencia de éstos, el “rumbo
actual”. El sistema compara el rumbo actual con el rumbo deseado, obteniendo el error e(t),

siendo objetivo del sistema reducir éste a valores tolerables.
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Figura 1 Piloto automatico

En la Figura 1 se presenta un servomecanismo que modela un piloto automatico. Se aplica un
momento de torsion al eje de direccién de modo que la nave siga un rumbo establecido con
anterioridad. Si y(t) es la direccién real (el angulo) del vehiculo en el instante t y g(t) es la
direccion deseada en el mismo instante, entonces la desviacion entre ambas direcciones

e(t) = y(t) - g(t) (1)

El servomecanismo puede detectar y cuantificar esta diferencia o error y retroalimentar al eje
mediante un componente del momento de torsidn proporcional a e(t). Por medio de la 2° Ley
de Newton que establece que el momento de inercia por la aceleracion angular es igual a el
momento de torsion total, se tiene que

Ly (t) =-ke(t) (2)

Donde | es el momento de inercia del eje de direccién y k es una constante de proporcionalidad
positiva.

Esta ecuacion diferencial que gobierna el sistema nos permite, mediante manipulaciones
algebraicas, presentar la funcién de transferencia del error de manera acorde a los
conocimientos del alumno, sin recurrir al algebra de bloque que no corresponde al programa de

la materia.

3. ANALISIS DEL COMPORTAMIENTO DINAMICO DEL PILOTO AUTOMATICO

El andlisis consta de dos etapas, en cada una de ellas se cambia el dispositivo de control y se
hace variar el rumbo deseado.

Se ha de centrar la atencion del alumno en el analisis del desvio entre la trayectoria real y la
deseada ante cada configuracion del sistema, de esta manera, comparando los distintos

errores podran seleccionar aquellos dispositivos de control que mejor sigan el rumbo indicado.

3.1. Primera Etapa: Simulacion para distintos dispositivos de control
El moévil esta inicialmente en reposo y se pretende seguir un rumbo dado por la funcién de

entrada
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g(t) = at (3)

3.1.1. Caso 1: Controlador proporcional

El objetivo en esta etapa es someter a la nave a diversos dispositivos de control proporcional y
analizar como influye sobre el desvio de su rumbo.
Aplicando la Transformada de Laplace a la ecuaciones (1) y (2), nos queda:
E(s)=Y(s) — G(s) (4)
ly(s)s? = - KP E(s) (5)
siendo KP la constante del controlador proporcional incorporado en el movil.

Sustituyendo la ecuacion (4) en la (5) y reordenando:

Is? E(s) + KP E(s)=1G(s) s> (6)
Despejando el desvio, al cual esta sujeto el rumbo de partida, se obtiene como resultado:
Is? G(s)
E(s)=-———= 7
( Is? +KP )
Considerando el rumbo de partida
E(s):—i+i (8)

s s%(KP+1s?)
Aplicando la antitransformada obtenemos el error en funcion del tiempo
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Figura 2. Desvio del rumbo inicial ante distintos controladores proporcionales

En la Figura 2 se pueden observar las graficas de los desvios asociados al rumbo de la nave
utilizando en cada caso un controlador proporcional con KP = 10, 30 y 150 respectivamente,
siendo KP la constante de proporcionalidad del regulador. En la Figura 3 podemos visualizar

coémo impacta el uso de cada uno de los dispositivos en la trayectoria real seguida por el mévil.
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Figura 3. Rumbo ante distintos controladores proporcionales

Concluimos que si bien disminuye la amplitud del error al aumentar la constante de
proporcionalidad del controlador, la frecuencia de las oscilaciones alrededor del rumbo
deseado se incrementa. Podemos inferir que el rumbo no se estabiliza, oscila con distinta
amplitud o frecuencia alrededor del rumbo consignado.

A través del uso del software Mathematica® resulta sencillo modificar las variables que
intervienen en este modelo y visualizar cual es su impacto en el comportamiento del mismo.
Usando herramientas computacionales es posible obtener y discutir los resultados,

confrontarlos con la realidad y plantear nuevos interrogantes.

3.1.2. Caso 2: Incorporacioén de un controlador derivativo
Nos interesa encontrar una forma de control que mejore el recorrido realizado por el vehiculo
planteando la variacion del mecanismo regulador del autopiloto. Analizamos el desvio
resultante de agregar un controlador derivativo.
La ecuacion que rige el comportamiento del piloto automatico, incorporando un dispositivo de
control derivativo de constante KD es [6]

ly”(t)=-KP e(t) - KDy'(t) (10)

Aplicando las mismas herramientas matematicas que para el caso proporcional, podemos

obtener las funciones del desvio y el rumbo en funcién del tiempo

e(t) KD=0.1 e(t) KD=1 e(t) KD=0.1

3 3 3

2 2 2 ]

1 1 H”” 1 ﬂﬂ

t L — t L I

1120 40/ 60 80 100 a1 r5$puu4b 5080 100 A ﬂwuuuq 07607780 100
-2 2l —2‘J
-3 -3 -3¢

Figura 3. Desvio en la direccién del mévil ante diferentes valores del control derivativo

Observamos que las oscilaciones y la magnitud del desvio disminuyen al aumentar el

componente derivativo. Sin embargo, se evidencia la presencia de offset con lo cual no se
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lograra suprimir por completo el error. Es interesante plantear, en este punto, si existe una

alternativa al modelo analizado que mejore la respuesta del mecanismo.

3.1.3. Caso 3: Incorporacion de un controlador integral
Incorporando un dispositivo de control integral la ecuacion que rige el comportamiento del piloto
automatico resulta

ly" (t)=-KPe(t)-KD y'(t)- KI [ y(t) dt (11)
Aplicando las mismas herramientas matematicas que para el caso proporcional, podemos
obtener la ecuacion que modela el desvio de la nave en el tiempo y representarla graficamente

como se visualiza en la Figura 4

e(t) KD=1 e(t) KI=0.2
3 3
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— t
20 40 60 80 100
-1.5

Figura 4. Desvio en la direccion del movil ante la incorporacion de control Integral

Con la accion integral o reset logramos mejorar la respuesta del sistema en el sentido de que
se elimina por completo el offset, y el rumbo que adquiere el movil, finalmente, coincidira con el
indicado inicialmente. Este hecho compensa la desventaja que acarrea la incorporaciéon del

regulador integral que redunda en un comportamiento mas oscilatorio.

3.2. Segunda Etapa: Propuesta de trabajo

Durante esta segunda etapa de trabajo se solicita a los alumnos que prosigan investigando el

comportamiento dinamico del piloto automatico. En esta oportunidad se propone analizar el la

trayectoria de la nave considerando un rumbo inicial determinado por una direccién constante

en el tiempo.

- ¢Qué puedes decir de la relacion existente entre el error del piloto y el rumbo que sigue la
nave?

- EnlaFigura 5 se visualiza el rumbo seguido por un movil bajo la accién de dos dispositivos

de control diferentes. Investiga cual es la accion controladora en cada caso.
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Figura 5. Desvio en la direccidon del mévil ante distintos requladores

- ¢ Qué ventajas y desventajas presenta la incorporacion de un regulador integral a un movil
bajo la accion de control proporcional cuyo rumbo inicial es constante? Ejemplifica y
grafica.

- ¢ Qué mejorias adviertes en el funcionamiento del piloto automatico frente al agregado del

regulador derivativo?

4. CONCLUSIONES

El enfoque de esta propuesta posibilita la practica intensiva con visualizacion de
resultados en forma inmediata, una exploraciéon de las diversas configuraciones del
mecanismo y la simulacion e investigacion de la respuesta del sistema ante variaciones
en la entrada.

Se logra un acercamiento a la Teoria de Control, con los conocimientos basicos en
Transformada de Laplace, presentando al alumno diversos tipos de controladores,
exhibiendo las raices matematicas de cada uno de ellos.

Esta metodologia de trabajo posibilita que el alumno pueda interactuar y analizar
diferentes aspectos de los casos en estudio, comprender con mayor rapidez conceptos
tedrico- practicos a través de la visualizacion, y partiendo de casos dados, modificar

parametros y abordar la resolucién de problemas de mayor complejidad.
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