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RESUMEN

En la formacién del Ingeniero Mecanico deben contemplarse conocimientos basicos
indispensables para abordar el analisis y resolucion de sistemas complejos, que involucran una
Matematica superior donde se desarrollen métodos analiticos, cualitativos y numéricos capaces
de resolver modelos matematicos diversos que describan algun sistema o fendmeno de la vida
real.

El estudio de problemas de Ingenieria conduce al planteo de sistemas dindmicos en los que,
por ejemplo, la dinamica de fluidos, el andlisis de esfuerzo en placas, la electrostatica requieren
del tratamiento de funciones complejas en regiones especificas y que satisfagan condiciones
de frontera determinadas, esto sumado al conocimiento de la disciplina que compone la
especializacion del problema planteado conduce a utilizacion de soluciones analiticas para
arribar posiblemente a un modelo idealizado para comprender mejor el comportamiento del
sistema en estudio.

La interpretacion y calculo de velocidades y la confeccion de un mapa con las lineas de
corrientes de fluidos ideales es considerado de fundamental importancia en el trabajo
interdisciplinar que proponemos; atendiendo a las dificultades conceptuales que presentan los
alumnos cuando deben modelizar con expresiones diferenciales y nimeros complejos en otros
niveles de la carrera.

El proceso de modelizacion se articula mediante una red de componentes de especificidad
determinada, donde el alumno esta sometido a la toma constante de decisiones que lo llevaran
a obtener la conceptualizacion de las herramientas matematicas necesarias para plantear,
analizar y resolver los problemas planteados.

El objetivo de este trabajo es mostrar donde se utilizan los temas desarrollados en Calculo
avanzado poniendo énfasis en la simulacion y visualizacién de los sistemas en estudio,
mediante una metodologia innovadora que logra motivar e interesar a los futuros profesionales
de Ingenieria para orientarlos hacia las aplicaciones concretas.

Palabras Claves: funciones complejas, flujo de fluido, modelos dinamicos, simulacion,
interdisciplina



1. INTRODUCCION

En general los contenidos de los programas académicos de las carreras de Ingenieria tienen
una fuerte dosis de abstraccion y generalizacién y esto se evidencia en particular en los cursos
de Matematica Superior. La ensefianza de Matematica mediante la modelizacion de sistemas
dinamicos colabora para que el estudiante se involucre responsablemente en los temas en
estudio, lo que permite lograr autonomia en el aprendizaje y asi facilitar la incorporacion de
conceptos de manera significativa, ademas de prepararse para su desempefio profesional.
Para formar un profesional versatil es de suma importancia articular el plan de la carrera para
alcanzar las competencias profesionales requeridas, seleccionar los contenidos y actividades
acordes a dichas competencias; como asi también las politicas y gestion que deben
acompafiar la evaluacién y construccion curricular.

Una hecho importante es disefiar actividades curriculares basadas en el aprendizaje por
construccion de conceptos, donde se persiga como objetivo tener un estudiante que sea
protagonista del proceso de ensefianza aprendizaje, y hacer énfasis en el caracter inter y
multidisciplinario de los contenidos curriculares.

La seleccion de modelos matematicos alternativos influyen favorablemente en el interés por
parte de los estudiantes, y si la propuesta de trabajo resulta atractiva y conveniente entonces
se logra analizar y visualizar sistemas complejos para una mejor apropiaciéon del tema en
estudio.

Se trata de crear un ambito de trabajo donde el alumno pueda ser reflexivo, critico, tome
decisiones y también delimite los errores cometidos en el proceso, esto provoca la necesidad
por parte del alumno de conocer el objeto de estudio y crear las condiciones internas para la
asimilacion, en forma activa e independiente de los nuevos conocimientos.

El docente, en este tipo de experiencias, toma el rol de guia del proceso y actlia como facilitador del
aprendizaje hasta llegar a la comprension cabal del tema en estudio, incluso con preguntas que
activen un mecanismo de continuidad en la ampliacién y posterior investigacion de distintas lineas
sobre el problema propuesto.

En un contexto, de innovacién constante, planificamos el desarrollo de actividades donde
proponemos estudiar el problema de la circulacién de flujo de fluido en estado estacionario,
mediante modelos de funciones complejas y utilizando la metodologia de ensefianza
aprendizaje tedrico-practica tecnoldgica para avanzar primero con la investigacion teorica del
tema, creando un ambiente donde el alumno asuma un rol activo, dejando de lado el hecho de
ser espectador, y le permita ir construyendo los conceptos mediante la experimentacion, la
validacion de los resultados y la elaboracion de conclusiones.

El desarrollo del estudio de las funciones analiticas de variable compleja es un area de la
Matematica que tiene mucha relevancia en la formacion del Ingeniero Mecanico, no sélo por
gozar de un desarrollo tedrico independiente sino también por contar con innumerables

aplicaciones dentro del campo ingenieril. En el estudio de sistemas dinamicos de transporte de
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fluidos estas teorias juegan un rol importante para predecir el comportamiento en el régimen de
los mismos.

2. CRITERIOS METODOLOGICOS

La problemética de fondo de como impartir la ensefianza reside en crear las condiciones para
que los esquemas de conocimiento que construye el alumno evolucionen en un sentido
determinado. La cuestién clave no reside en si el aprendizaje debe conceder prioridad a los
contenidos o a los procesos, sino en asegurarse de que sean significativos y funcionales.

El alumno necesita disponer de conocimientos previos suficientes a partir de los cuéles poder
abordar los contenidos propuestos, con el fin de establecer relaciones entre ellos lo mas
complejas y ricas posibles que le permitan aumentar el significado de sus aprendizajes.

Es conveniente ayudar en un principio al alumno a reordenar y asimilar aguellos conocimientos
previos necesarios relacionados con el contenido propuesto. Con el fin de abordar con éxito los
aprendizajes programados, se elaboraran las estrategias adecuadas para propiciar situaciones
favorables de aprendizaje.

Las actividades didacticas propuestas consisten en hacer énfasis en una investigacién tedrica
por parte de los alumnos con la tutoria de los profesores, para realizar una analogia con los
parametros fisicos del tema en estudio y por ultimo con la informacion reunida resolver la

situacion problematica propuesta para la conceptualizacion del tema.

3. CASO EN ESTUDIO

El sistema que se estudia es el flujo bidimensional de un fluido incompresible, no viscoso
correspondiente a un campo irrotocional que se mueve en estado estacionario para distintos
valores del potencial complejo de velocidad. Se establece que hay relacion entre los conceptos

de derivacién de funciones complejas con la velocidad del fluido y otros pardmetros fisicos.

3.1. 12 Sesion: Investigacion tedrica del tema.

Se reunieron grupos de cuatro alumno con el material bibliografico sugerido [2],[ 5], [6] y con el
acompafiamiento del docente se llegé a comprender y obtener una guia tutorial tedrica de los
conceptos a utilizar en la propuesta de trabajo, de acuerdo a nuestra solicitud, luego de
escuchar y revisar las conclusiones a que llegé cada grupo se hizo un debate sobre el tema
proponiendo el siguiente marco tedrico:

a) Una funcién de variable compleja f(z)= p(x,y)+ jq(x,y) univoca en alguna region R del
plano z, es analitica en dicha region R si existe la derivada f'(z) en todo punto Z de dicha
region R.

b) Una condicién necesaria para que f(z)sea analitica en unaregion R,esqueen R, py q

satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
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@:% -@:—% (1)
ox dy dy  Ox

si estas derivadas parciales son continuas en R, entonces las ecuaciones anteriores son
condiciones suficientes para que f(z)sea analitica en R. Las funciones que satisfacen las
condiciones anteriores se dicen conjugadas y este tipo de funciones cumplen con la propiedad
de ortogonalidad, quiere decir que las curvas del tipo p(x,y)=k; (k;OR), y a(xy)=k,
(k, OR) son ortogonales.

¢) Si ademas las derivadas parciales segundas de p y gson continuas en R, se cumple la

ecuacion de Laplace para py q

2 2 2 2
6 E + a E =0 ; a_g + a_zq =0 (2)
0X y ox° oy

d) La derivada de la funcion f puede calcularse por medio de la siguiente expresion:

f'(z):@+%':_'@+ﬂ (3)
ox 0x dy oay

3.2. 22 Sesion: Modelizacion del sistema en estudio
El potencial de velocidad complejo F es una funcién analitica de variable compleja compuesta

por el par ordenado cuya parte real es el potencial de velocidad ¢y la parte imaginaria es la
funcién de corriente ¢
F(z)=o(xy)+o(xy)] 4
La velocidad de circulacion de un fluido v= p+qj, es el gradiente del potencial de velocidad
Og=v (5)
De la Ecuacion (4) y de la Ecuacién (5) se pudo expresar la velocidad del fluido con la
Ecuacion (6)
V=0, (X%Y)+ 0y (XY)] (6)
Derivando el potencial complejo a partir de la Ecuacion (4) se obtuvo la Ecuacion (7):
F'(2) = ox(xy) + 0, (xy)] Q)
Como F es una funcién analitica cumple con las condiciones expresadas por las Ecuaciones

(1) de Cauchy-Rieman se concluye que:

ﬂ = @ . % = —@ (8)
ox oy  dy  Ox

En este caso las curvas equipotenciales son aquellas tales que @ x,y) =k; ,y son ortogonales
con las lineas de corriente que son las curvas de ecuacion: ¢(x,y)=Kk,, (con k; y Kk,

constantes).
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Con el modelo logrado y mediante la Ecuacion (7) y la Ecuacién (8) se pudo deducir que la

velocidad del fluido es el complejo conjugado, derivada de la funcion F
F'(2) =0 (XY)—9y(XY) ] 9)

Se expresa la Ecuacion (9) también por medio de la Ecuacion (10)

v=F'(z) (10)
Para poder calcular el médulo de la velocidad | v| se utilizé la Ecuacién (11)

lv|=|F'(2)] (11)

3.3. 32 Sesibn de trabajo :
Proponemos estudiar el movimiento de un fluido conocido, para distintas expresiones del
potencial complejo F , considerando en todos los casos la constante a>0:

2
Caso A: F(2) =V0(z+a—J donde V, es una constante positiva.
z

Orientamos el trabajo de analisis del alumno con las siguientes consignas:

a) Obtiene las ecuaciones para las lineas de corriente y lineas equipotenciales.

b) Realiza una representacién grafica de las trayectorias anteriores e interprétalas fisicamente.
c) De las graficas obtenidas en el punto b analiza cémo es el régimen del fluido.

d) Analiza cémo sera el perfil de velocidades en los distintos puntos de su trayectoria.

e) Individualiza los puntos estacionarios.

Del andlisis propuesto y mediante la grafica de la Figura 1 se establecieron las siguientes
conclusiones:

a) Las curvas paralelas al eje x indican los caminos que siguen las particulas de fluido.

Cuando ¢ =0 corresponde a una trayectoria que se mueve en el eje X, o en el contorno de la

circunferencia de radio a.
b) Las lineas equipotenciales estdn marcadas con linea de puntos y son ortogonales a las
lineas de corriente.
¢) La circunferencia de radio arepresenta una trayectoria; y puesto que como no puede haber
flujo a través de una trayectoria, se puede considerar como un obstaculo circular de radio
acolocado en el camino del fluido.
d) La velocidad compleja del fluido posee un valor variable cerca del obstaculo y su médulo
a* -2a%(x* - y?)

b +y2f

corresponde a | V| =V, [1+

Si nos alejamos del obstaculo la velocidad asume el valor v=V,, es decir el fluido esta

corriendo en la direccion del eje X positivo con velocidad constante V, .
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e) Los puntos estacionarios del sistema son aquellos donde la velocidad es cero y estan dados

por los valoresde z=ay z=-a

Figura 1 Lineas de corriente y curvas equipotenciales para F(z) =V, [

CasoB: F(z)=az

a

2

zZ+—

3

Del analisis de la Figura 2 se pudo visualizar el comportamiento del fluido para este caso,

donde las lineas de corriente son rectas horizontales y las correspondientes curvas

equipotenciales son rectas verticales, lo que indica que el flujo del fluido es uniforme y su

direccion es hacia a la derecha, esto también se interpret6 como el flujo uniforme en el

semiplano superior limitado por el eje x, que es una linea de corriente; o como un flujo

uniforme entre dos rectas paralelas y =k; e y =k,, siendo su velocidad v =a, y su médulo del

mismo valor.
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Figura 2 Lineas de corriente y curvas equipotenciales para F(z) = az

Caso C: F(z)= az® (paravalores de x>0, y>0)

De la observacion de la Figura 3, vemos que el fluido se ve forzado a girar hacia una esquina

situada en el origen. En este caso las lineas de corriente son ramas de hipérbolas
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rectangulares que responden a la igualdad 2axy=k, de manera tal que el médulo de la
velocidad es directamente proporcional a su distancia al origen, siendo su expresion

|v| =24 z|. Se pudo concluir que el valor de la funcion de corriente en un punto se interpreta

como el ritmo del flujo a través de un segmento recto que une el origen con ese punto.
8,

el

06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 3 Lineas de corriente y curves equipotenciales para F(z) = az®

CasoD: F(z)=jalnz

Las lineas de corriente analizadas en la Figura 4 son circunferencias que tienen un centro
comun que corresponde al origen del plano complejo (z=0), mientras que las lineas
equipotenciales estan dadas por las rectas de ecuaciones y = kx, que también pasan por el
origen. De este modo el potencial complejo describe el flujo de un fluido que esta dando vueltas
alrededor de z=0que se denomina “vortice” y a este tipo de flujo se lo llama “flujo vortice”.

En este caso la direccion del flujo coincide con el sentido horario, y el médulo de la velocidad

a

es|v|=

Figura 4 Lineas de corriente y curvas equipotenciales para F(z) = jalnz
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Caso E: F(z)= az’ (estudiar la regién del primer cuadrante)

Como lo muestra la Figura 5 en este caso observamos que las lineas de corriente para esta

region estan acotadas por el eje x y por la recta y = x. La direccion del flujo es descendente y

el valor del modulo de la velocidad es | v|= 44 23‘

&

V4
Y/
2.5 ///
/2

Figura 5 Lineas de corriente y curves equipotenciales para F(z) = az*

CasoF: F(z)= aE
1-z

Para este caso que aparece considerado en la Figura 6 se observa que las lineas de corrientes
son circunferencias concéntricas alrededor de un punto, y a partir de dicho punto nacen las

curvas equipotenciales.

Se dedujo que el moédulo de la velocidad que responde a la formula es: |v| :%
X“+y —-2x+1

0.5

-0.5

+
Figura 6 Lineas de corriente y curvas equipotenciales para F(z) = a%
-z
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4. CONCLUSIONES

La utilizacion de funciones analiticas de variable compleja, el estudio de modelos idealizados y
el apoyo de los recursos informaticos utilizados adecuadamente propicid6 un analisis
contextualizado que logro el objetivo de comprender algunas propiedades de la dinamica de los
fluidos.

La investigacién de los conceptos tedricos del tema fue de fundamental importancia para poder
resolver los problemas expuestos, de igual relevancia se considerd el apoyo de los recursos
informéaticos sin los cuales la interpretacién del modelo no podria haberse llevado a cabo. La
justificacion de los resultados obtenidos que permitieron identificar propiedades del flujo de
fluidos se bas6 en un analisis de los distintos registros numérico, simbdlico y grafico en cada

uno de los casos presentados.
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