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RESUMEN

Uno de los objetivos de la asignatura Calculo Avanzado es que los alumnos puedan abordar los
diferentes temas que se desarrollan no sélo como herramientas aisladas de calculo, sino como
herramientas para resolver problemas de la especialidad. Para ello se ha planificado trabajar sobre
una serie de problemas basicos que dan origen a la carrera. En ellos se deben aplicar los distintos
métodos estudiados en funcién de las potencialidades y limitaciones que presenta cada uno de
ellos.

Uno de los problemas seleccionados es el de las vibraciones mecanicas [1]. Si bien el movimiento
armaonico es el mas simple de tratar, no ocurre lo mismo con el movimiento de muchos sistemas de
vibracion. Dado que en muchos casos las vibraciones son periddicas, pueden utilizarse las series
de Fourier para obtener soluciones [2].

Las integrales que permiten calcular los coeficientes de la serie de Fourier asociada a una funcion,
no siempre pueden ser resueltas facilmente y sin inconvenientes. Por ejemplo, cuando se necesita
determinar experimentalmente la amplitud de una vibracién usando un sensor de vibraciones, la
funcion a desarrollar no esta dada por medio de una ley sino que se conoce una serie de puntos
que pertenecen a la misma. En estos casos, los coeficientes de la serie de Fourier podran ser
obtenidos utilizando integracién numérica [3].

En este trabajo se mostraran situaciones problematicas que se plantearan a los estudiantes vy el
analisis que se efectuara con cada una de ellas. El alumno, enfrentado a este tipo de situaciones,
podra desarrollar las competencias necesarias para poder determinar y fundamentar cuando es
pertinente aplicar métodos numéricos.

Palabras Claves: Calculo avanzado, Vibraciones mecéanicas, Serie de Fourier, Integracion
numeérica.
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1. INTRODUCCION

Si bien desde el afio 2004 se dictaban en la carrera de Ingenieria Mecénica de la FRSN las
asignaturas Andlisis Numérico y Calculo Avanzado, como respuesta a los requerimientos
planteados por la Comisién Nacional de Evaluacion y Acreditacion Universitaria (CONEAU) en el
proceso de Acreditacion de Carreras de Ingenieria, durante el ciclo lectivo 2007 se hizo efectiva la
incorporacion al plan de estudio de dicha carrera una Unica materia donde se desarrollan los
contenidos de las dos asignaturas mencionadas. El objetivo principal de la misma es proporcionar
a los alumnos una vision general de los métodos analiticos y numéricos, para ser utilizados en las

asignaturas de la especialidad al resolver problemas avanzados.

A los efectos de permitir que los docentes dispusieran del tiempo necesario para ensefar los
temas que se desarrollan en la materia con suficiente profundidad, a partir de afio 2009, se
incrementa la carga horaria total de la materia a seis horas semanales dividiéndola en dos bloques:

Andlisis Numérico y Matematica Superior (Resoluciéon C.A. N° 163/09).

Para que los alumnos puedan comprender los diferentes temas de cada uno de los bloques en
forma integrada, no sélo como herramientas aisladas de célculo, se ha propuesto una serie de
problemas bésicos de la carrera. En ellos se deben aplicar los distintos métodos estudiados en

funcion de las potencialidades y limitaciones que presentan.

El objetivo general de este trabajo es mostrar algunas situaciones probleméticas relacionadas con
temas de vibraciones mecanicas que se les plantearan a los alumnos de Calculo Avanzado, junto

con el analisis y la resolucion de las mismas.

En general las vibraciones mecanicas son periédicas. Cualquier funcién periédica dependiente del
tiempo puede ser representada por una serie Fourier [2], lo que implica calcular integrales definidas
para determinar sus coeficientes, algo que no siempre se puede realizar en forma analitica. Por
ejemplo, pueden surgir inconvenientes en el calculo de las primitivas o0, en algunos problemas
puede no conocerse la ley de la funcién, sino una serie de puntos que la definen. En estos casos,

los coeficientes de la serie de Fourier pueden ser obtenidos mediante integracién numérica [3, 4].

Frente a este tipo de situaciones, el alumno podra desarrollar las competencias necesarias para

poder determinar y fundamentar cuando es pertinente aplicar métodos analiticos 0 numéricos.
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2. LA MATEMATICA EN EL CONTEXTO DE LAS CIENCIAS

La teoria de la Matematica en el Contexto de las Ciencias, nacida en 1982, reflexiona acerca de la
vinculacion que debe existir entre la matematica y las ciencias que la requieren, y se fundamenta
en los siguientes paradigmas: a) la mateméatica es una herramienta de apoyo y disciplina formativa,
b) la matematica tiene una funcién especifica en el nivel universitario y ¢) los conocimientos nacen

integrados [5].

Esta teoria se basa en la idea de que la matematica en carreras de ingenieria es un medio y no un
fin en si misma. Teniendo esto en cuenta y considerando los factores que intervienen en el proceso
de ensefanza y aprendizaje, esta teoria plantea cinco fases de estudio: curricular, didactica,
epistemoldégica, de formacién docente y cognitiva [6]. Es claro que en el ambiente de aprendizaje

todas estén presentes e interactlan entre si con algin efecto ponderado sobre las demés.

La fase curricular se fundamenta en la necesidad de que en los cursos de matematica el estudiante
adquiera las herramientas que utilizara en las materias especificas de su carrera. Se analizan las

relaciones entre la matematica y las distintas especialidades de ingenieria, entre otras.

La fase didactica contempla un proceso metodolégico para el desarrollo de competencias
profesionales referidas a la resolucién de problemas contextualizados. Asi, es posible fomentar el

desarrollo de habilidades para la transferencia del conocimiento.

En la fase epistemoldgica se ha detectado que si bien gran parte de la matemética que se incluye
en las asignaturas de Ingenieria nace en el contexto de problemas especificos de otras areas del
conocimiento, a través del tiempo pierde este contexto para transformarse en una matematica

“pura” que deja de tener sentido para los estudiantes que no van a ser matematicos.

La fase cognitiva ha determinado que el alumno debe transitar entre los registros aritmético,
algebraico, analitico, visual y contextual para construir y aprender el conocimiento. La transferencia

entre las distintas representaciones de un objeto matemaético, es clave en esta fase [6].

En la fase de formacién docente se intenta que a través de la formacion permanente los profesores
tengan la oportunidad de reflexionar, discutir y aportar sus propios puntos de vista para construir

una educacion matematica en contexto, en carreras especificas de ingenieria [6].

La matematica en contexto ayuda al estudiante a construir su propio conocimiento en forma solida
y duradera al permitirle el desarrollo de habilidades mentales mediante el proceso de resolucion de
problemas vinculados con la carrera que ha elegido. En particular, hay estudios sobre la aplicacion

de la matematica en contexto para el tema series de Fourier [7].
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3. VIBRACIONES MECANICAS

El movimiento vibratorio o la vibracion es la variacion o cambio de configuracion de un sistema en

relacion al tiempo, en torno a una posicion de equilibrio estable [8].

Las vibraciones pueden clasificarse como forzadas o libres, segun si actia o no una fuerza externa
sobre el sistema; amortiguadas 0 no amortiguadas, si se disipa energia o no; lineales o no lineales,
segun el comportamiento de los componentes del sistema; y deterministicas o aleatorias, segin se

conozcan o no las fuerzas que actlan sobre el sistema [2].

Ejemplos de vibraciones aleatorias son los movimientos del suelo durante un terremoto. Estas
vibraciones aleatorias no son periddicas. Si las vibraciones son periddicas, pueden utilizarse las

series de Fourier para representarlas.

3.1. Desarrollo en Series de Fourier

Si x(t) es una funcion periédica de periodo p, su representacién en serie de Fourier esta dada por:

x(t):%%i[an-cos(n-w-t)+bn-sen(n-w-t)] )
n=1

21 . .
donde w=— es la frecuencia fundamental y a,, a;, a,,..., b1, bs,... son los coeficientes de la
p

Serie de Fourier, dados por:

ZJ
w 't 2
aO:F_c[x(t)dt:B!x(t)dt @)
21
u)U 2
a, =— Ix(t)-cos(n-u)-t)-dt=—J‘X(t)-COS(n'Wt)'dt ©)
me P3
Zl
w p
b, =2Ix(t)-sen(n~w-t)-dt=gjx(t)'sen(n'w't)'dt (4)
™ P3

3.1.1. Aplicacion de la serie de Fourier

A continuacion, se presenta una actividad [1] que se les planteard a los alumnos, junto con el
analisis de los resultados.
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Actividad propuesta

Un sistema de leva-balancin como el que se muestra en la Figura 1, se utiliza para convertir el
movimiento de rotacidn de un eje en un movimiento oscilante de una valvula. Determinar la funcion
gue describe el movimiento de la valvula, mediante un desarrollo en serie de Fourier.

Varilla

Valvula

Rodillo
de apoyo

[}

Figura 1. Sistema leva — balancin

Si y(t) denota el movimiento vertical de la varilla de empuje, el movimiento de la valvula x(t) puede
ser determinado por la relacion:

go=YO_ X0 — p-lzy 5)
L i

. i Y . o -
donde el periodoes T=— e y(t)=—-t para 0<t <7 siendo Y el valor maximo del movimiento
w T

. . I
vertical. Si A=Y - Ii , entonces X(t) se pude expresar como:
1

x(t):A-% O<t<rt ©)

Para calcular los coeficientes del desarrollo de Fourier de la funcién (6) se utilizan las expresiones

(2), (3) y (4), donde todas las integrales se pueden resolver en forma analitica.

.
a0=3jA-£-dt=A @
TO T

T T
an=EIA-1-cos(n-w-t).dt=o,bnZEJ'A.E.sen(n.w-t)-dt:—i Nn=1,23... (8)
T i n-m
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Por lo tanto, el desarrollo en serie de Fourier del movimiento de la valvula en el sistema leva —

balancin estéa dado por:

x(t)=%—z_;ﬁ-sen(now~t) 9)

El siguiente procedimiento, programado en SCILAB, permite obtener la grafica de los primeros n

términos del desarrollo de Fourier obtenido, considerando A = 1.

function [] = Serie Fourier (per, n_per, n)
A=1; suma=A/2;
deff ( , )
t = per*n_per;
for i=1:n,
suma = suma - A*termino (i, t)/ (i*( )):
end
plot (t, suma, ) ;
endfunction

Los argumentos de este procedimiento son, respectivamente, el periodo de la funcién, la cantidad
de periodos enteros que se quiere graficar, y el nimero de términos que se quiere calcular. Por
ejemplo, para obtener la grafica en cuatro periodos de los primeros seis términos del desarrollo de

Fourier de la funcion (9), se ejecuta el comando Serie_ Fourier(1,4,6).

La Figura 2 muestra la grafica de algunas sumas parciales de (9).

6 términos 28 términos

Figura 2. Graficas correspondientes a los primeros n términos de la serie de Fourier

Se observa en la Figura 2 que, a mayor cantidad de términos, la suma parcial de la serie de Fourier
aproxima mejor a la funcién que dio su origen (Figura 1). Ademas, la gréfica de 28 términos es
propicia para discutir el fenémeno de Gibbs, que se refiere al comportamiento anémalo de la serie

de Fourier cerca de los puntos en los que la funcion es discontinua.
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3.2. Integracidon numérica

Para determinar experimentalmente la amplitud de una vibracién usando un sensor de vibraciones,
la funcién x(t) no estd dada por medio de una ley sino que se conoce una serie de puntos que
pertenecen a la misma. En este caso, los coeficientes ag, a, y b, de la serie de Fourier deben ser

obtenidos mediante técnicas de integracion numeérica.

Uno de los métodos de integracion numérica mas empleado debido a su simplicidad es la regla

compuesta de los trapecios, cuya férmula esta dada por.

b h N-1
!f(t) -dt = E . [f(a) +2- iZl:f(ti )+ f(b)} (10)

donde t; =a+i-h para 1<i<N-1. Si se aplica la regla de los trapecios para aproximar las

integrales (2), (3) y (4), los coeficientes ay, a, y b, de la serie de Fourier quedan definidos por:

N-1
ay = {X(O) +2) x(t) + X(p)} (11)
i=1
X B}
a, = N. x(0)+2- ;X(t - cos( ti]+ X(IO)_ (12)
b, = l. x(0)+2- zx(t )- sen(z il -ti]+ x(p)_ (13)
N i=1 P J

Teniendo en cuenta que x(t) es una funcién periodica de periodo p, resulta que x(0) = x(p). Por lo
tanto, las expresiones (11), (12) y (13) pueden escribirse de la siguiente forma:
N

a, = % : Zx(ti) (14)

i=1

2 O 2-TT-n 2 O 2-1-n
=—- t;)-co ‘4|, by == t;)-sen
S ;X(') { > j "N éxu (

-ti] (15)

3.2.1. Aplicacion de la integracién numérica

A continuacién, se muestra una actividad [1] que se les planteara a los alumnos, junto con el
analisis de los resultados.
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Actividad propuesta

%

Las fluctuaciones de la presién del agua en una cafieria, que se repiten en forma periddica, fueron

medidas en intervalos de 0,01 segundos durante un periodo, segin se muestra en la Tabla 1.

Obtener una funcion que represente estas fluctuaciones a través del tiempo.

Tabla 1. Fluctuaciones de presion del agua en una cafieria

Tiempo [s] | 0,00 | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09 | 0,10 | 0,11 | 0,12
Presion
[104kN/m2] 0 2 3,4 4,2 4,9 53 7 6 3,6 2,2 1,6 0,7 0

A partir de la observacion de los datos dados en la Tabla 1 se puede determinar que las

fluctuaciones de presién se repiten cada 0,12 segundos, es decir, el periodo es p = 0,12. Como el

numero de valores observados en cada periodo es n = 12, segun (14) y (15) los coeficientes del

desarrollo de Fourier estan dados por:

1 12
a, :E-gpi ~cos[

1 12
b3 E o
i=1

2-1T-n
0,12

2-1-n
0,12

tlj n=1,2,3

tl] n=1,2,3

(16)

17)

(18)

El siguiente procedimiento permite determinar y graficar una cierta cantidad de términos del

desarrollo de la serie de Fourier, utilizando las expresiones (16), (17) y (18) para el calculo de las

integrales que definen a los coeficientes ag, a, y by.

function Desarrollo Fourier(vi, vd, per, n_per, n)
N N=size (vi);

N N N(2);
a0 = 2/N*sum(vd) ;
suma = a0/2;
deff (
deff (
t per*n_per;
for j=1:n,
a=0; b=0;
for i=1:N,
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end
a(j)=2/N*a;
b(j)=2/N*b;

suma= suma-t...
a(j)*termino coseno(j,t)+...
b(j) *termino_seno(j,t);
end
plot(t, suma, ) ;
endfunction
Para la ejecucién de este procedimiento, se debe tener presente que vi y vd son dos listas que
representan los valores observados de la variable independiente y dependiente, respectivamente;
per es el periodo de la funcion; n_per es la cantidad de periodos enteros que se quiere graficar

y n indica el nimero de términos a calcular.

Para resolver la actividad propuesta, se definen los vectores tiempo y presion con los datos de la
Tabla 1, con los comandos que se muestran a continuacion:

tiempo = 0:0.01:0.11;
presion = 10000*%[0,2,3.4,4.2,4.9,5.3,7.0,6.0,3.6,2.2,1.6,0.7];

Se muestran en la Figura 3 las gréficas en cuatro periodos de los tres y seis primeros términos del
desarrollo de Fourier, obtenidas al ejecutar el procedimiento Desarrollo_ Fourier con los
argumentos vi = tiempo, vd = presion,n_per = 4yn = 3enelprimercaso,yn = 6en

el segundo caso.

70000

700004
0000 |
nnnnnnn

40000
50000 150000
0000 -
40000
30000

100000~
30000

20000
20000
50000

10000

o 0 T T T T T T T T T
oo 005 040 DA5 020 025 03 03 040 045 0E0 000 005 0f0 045 020 025 030 03 040 04 050 000 005 010 015 020 025 030 03F 040 046 080

@ (b) ()

Figura 3. Grafica correspondiente a los primeros 3, 6 y 15 términos del desarrollo de Fourier

Se ve en estos graficos que con 3 términos no se alcanza la amplitud de los datos dados en la
tabla. En la imagen mostrada en la Figura 3.a, se observa que la funcién no asume nunca el valor

cero, cuando 0 es un dato de la presion en la tabla. En cambio, con 6 términos se logra la amplitud
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[0, 70000]. ¢,Qué ocurre si se intenta graficar una suma parcial con mas términos? En la Figura 3.c,

se muestra la grafica de la suma parcial correspondiente a n = 15.

Se observa en la Figura 3.c que el conjunto imagen de esta funciéon supera ampliamente el valor
maximo 70000 dado en la tabla de datos. ¢ Qué ocurrié? El problema radica en la imprecision de la
féormula de cuadratura del trapecio con 12 puntos para el calculo de la integral de funciones
periédicas con una frecuencia alta [9]. Dado que no se tienen mas puntos de la funcion, no es
posible mejorar la aproximacién con la férmula del trapecio. En este caso, se debera recurrir a

férmulas de cuadraturas que interpolen a la funcién con polinomios de grado mayor.

4. APLICACION EN EL AULA

El planteo de los problemas presentados en este trabajo forma parte de un cambio en la
metodologia de ensefianza en la asignatura Andlisis Numérico de la FRSN, dandole una mayor
importancia a la aplicacion de los métodos en problemas concretos de ingenieria, en lugar del
planteo de ejercicios de enunciado meramente matematico. De esta manera, los alumnos, ademas
de aprender los métodos numeéricos, ven realmente su utilidad, logrando una comprensién

significativa de la materia.

Por otro lado, se pretende vincular entre si los dos bloques en los que se divide Célculo Avanzado:
Andlisis Numérico y Matematica Superior, y enfatizar la relacion de esta matematica con la

Ingenieria.

Para analizar el grado de significatividad con que los alumnos comprenden el uso de los métodos
de integracién numérica en el calculo de una serie de Fourier, se planteara un trabajo practico con
situaciones problematicas. Si bien la resolucion de problemas es a menudo la Unica manera
factible de probar si los estudiantes comprenden significativamente las ideas que se desarrollan, se
debe ser muy prudente. Esto se debe a que la resolucién de problemas es un método valido para
medir la compresion significativa pero la incapacidad por parte del alumno de solucionar un
problema no implica necesariamente la no comprensién [10]. La correcta resolucién de problemas
exige muchas otras habilidades y cualidades. Por lo tanto, ser incapaz de resolver un problema
quizé refleje deficiencias en estos Ultimos factores, en lugar de carencia de comprensién genuina;
0, en el peor de los casos, reflejaria un orden inferior de comprensién que el manifestado en la

capacidad para aplicar correctamente los principios al solucionar problemas.

Finalmente, se realizard una encuesta de opinion para recabar informacion acerca del interés

despertado en los alumnos acerca de esta metodologia de trabajo.
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5. CONCLUSIONES

Relacionar los métodos numéricos con problemas propios de la especialidad, es una estrategia
que permite despertar el interés de los estudiantes por el estudio de esta rama de la matematica.
Plantear la ensefianza de los métodos numéricos en el contexto de la ingenieria, es una alternativa

para que los alumnos construyan una aprendizaje significativo e integral.

Por otro lado, es importante que los alumnos sean capaces de realizar procedimientos en algun
software matematico, que les permita por un lado realizar graficas segin los requerimientos de los
problemas a resolver, y por otro implementar métodos numéricos. Esto ultimo, no sélo les permitira
resolver problemas de mayor porte, que a mano serian imposibles de resolver sino que ademas, al

programar los métodos, cierran el proceso de aprendizaje de los mismos.
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