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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es compartir una propuesta didactica destinada a presentar las series de Fourier
de forma clara en lo conceptual y compatible con la dindmica universitaria actual, destinado a alumnos de la
catedra de Calculo Avanzado en tercer ano de Ingenieria Mecanica.

En un intento de transmitir esta herramienta, evitando de caer en una deduccién matematica puramente
formal, alejada de la realidad del estudiante, o de mostrar a éstas como un apéndice del fenémeno de la
conduccién de calor, abordamos este tema desde el punto de vista histérico y epistemolégico.

El contenido, objeto de esta didactica, ha sido separado conceptualmente, secuenciado, articulado e
integrado. Los tépicos conceptuales que articulan entre ellos, a fin de construir el conocimiento de dichas
series fueron: Transmision de calor, modelado mediante ecuaciones diferenciales, resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales, propuesta de Fourier, condiciones de Dirichlet.

En base a esta secuencia, y estableciendo como meta que el alumno asimile cada concepto, condicion
previa al desarrollo de la etapa cognitiva que le permitira integrar éstos en un todo, se propusieron las
siguientes actividades: Seleccion bibliografica de ecuacion de transmision de calor y andlisis de los distintos
enfoques, solucidn de ecuaciones diferenciales por métodos grafico-numéricos y analisis de los resultados,
aplicacion mediante herramientas de calculo simbdlico de las series de Fourier, condiciones de Dirichlet y
su formalismo matematico.

Se buscé que los alumnos logren un saber conceptual y operativo, que a su vez posibilite gestionar en
forma auténoma una profundizacion del tema.

Con esta propuesta se pretende separar en forma satisfactoria las series de Fourier como herramienta
matematica del entorno que le dio origen, entendiendo que este proceso articula cada tema con el
siguiente, dando a cada uno la importancia propia, poniendo en valor los conocimientos adquiridos en la
formacién bésica.

Palabras Claves: series de Fourier, modelado, ecuaciones derivadas parciales, transmisiéon de calor,
pedagogia-didactica.
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1. INTRODUCCION

En este articulo tratamos la problematica del aprendizaje de las series de Fourier en las carreras de
ingenieria y el rol del docente como guia para el estudiante, en la estructuracion de la informacion sobre
esta tematica, asi como su vinculacién con las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y con el quehacer
ingenieril en general.

Los avances cientificos tecnoldgicos del siglo XX, como la "masificacion” de la produccion cientifica, nos
lleva al replanteo de la relacion ensefanza-aprendizaje, en particular, en las asignaturas avanzadas de
ingenierias de grado, donde las catedras se enfrentan al desafio de abandonar paradigmas cientificos
obsoletos, y por otra parte, a incorporar el uso de las Tecnologias de la Informacién y Comunicaciones
(TICs), articulando éstas con el contenido curricular en forma dindmica.

En este contexto, y al finalizar la primera década del siglo XXI, notamos en los estudiantes avanzados de
las carreras de ingenieria (quizds como un "efecto colateral" del sistema de ensefianza) una tendencia a
establecer dicotomia entre los contenidos tedricos y las aplicaciones de tales conceptos, la matematica
pura y la aplicada, los conceptos fisicos y los matematicos. Asi también, el saber estd dividido en
compartimentos estancos. El transito del calculo elemental al calculo avanzado es tema implicito en esta
tematica.

El Célculo Elemental, en la secuencia en que es presentado en la actualidad (funciones, limite, continuidad,
derivada e integral) tiene una coherencia en la l6gica que permite presentarlo de forma sélida en su propio
lenguaje: el formalismo matematico. Aqui los temas se articulan unos tras otros de manera natural, en
nuestra vision actual de las matematicas. Los conceptos geométricos elementales a los que hace referencia
parecen ayuda didactica al iniciado en su estudio (la génesis del calculo es la resolucion del problema de la
recta tangente y su vinculacién con el area bajo la curva; en paralelo, Newton lo desarrolla en el ambito de
la fisica; la controversia Leibniz-Newton sobre la paternidad del célculo no dejan dudas de que ambos lo
concebian como el mismo objeto).

El Calculo Avanzado (variable compleja, series de Fourier, transformada de Laplace, EDP, modelado,
problemas extrémales, etc.) tiene su l6gica interna, pero se presentan inconexos entre si. Muchos de los
teoremas que los sustentan pertenecen a otras ramas de las matematicas. Asemeja a un conjunto de
"herramientas intelectuales" para resolver determinados problemas fisicos 0 matematicos. Aqui, gran parte
del calculo esta lejos de su culminacién.

Esta transicién no es lineal y creemos que en este campo, la investigacion didactica y pedagogica tiene un
ambito de aplicacién aun no explotado.

2. OBJETIVO DEL TRABAJO
Este trabajo es una propuesta didactica para la ensefianza y aplicaciones de un tema matematico -series de
Fourier y las EDP- desde el punto de vista histérico y epistemolégico.

3. FUNDAMENTOS DE LA PROPUESTA DIDACTICA
Esta propuesta didactica esta orientada a que el alumno aprenda un concepto matematico -las EDP- con
una forma deductiva de acceso a estos conocimientos:

a) El hilo conductor deja de ser el formalismo matematico y se sustituye por el entorno histérico que le
dio el marco adecuado para su desarrollo. El analisis histérico permite la construcciéon del conocimiento.
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b) La ejercitacién se destina a fijar conceptos, alejandonos del entrenamiento en algoritmos. Los
ejercicios "a mano" son sblo de caracter formativo en lo conceptual. Restamos tiempo de aprendizaje en
una actividad que se puede considerar perimida.

c) Los ejercicios destinados a algoritmos se reemplazan por comandos en el programa de un software
determinado (Ej.: Wolfram Mathematica). Los sistemas computacionales asistidos (SAC) ya forman parte del
mundo laboral en el ambito de la ingenieria.

d) La interdisciplina con otras materias (Andlisis matematico |, Fisica ), adquiere un importante
protagonismo. No ocultamos el vinculo con otras disciplinas; separamos, articulamos, integramos y con ello
pretendemos una vision integradora que haga el aprendizaje significativo.

e) Los problemas dados como ejemplos adquieren el caracter de problemas clasicos. El problema de
transmision de calor no es un ejemplo para introducir a las series de Fourier, es el problema que dio origen
a éstas.

f) El aprovechamiento didactico de las TICs. Si bien el constante adelanto cientifico-tecnolégico se
debe sequir con cierta cautela a la hora de su incorporacién, éstos ya han sido adoptados por el alumno.

4. EL POR QUE DEL ENFOQUE HISTORICO EN LA PROPUESTA DIDACTICA

El énfasis en la formalidad, como garantia del conocimiento riguroso, parece competir con un aprendizaje
significativo. Esta formalidad puede considerarse como herencia de los paradigmas cientificos de principios
del 1900 que podemos resumirlos en el programa de formalizacién de Hilbert, antes de los teoremas de
Godel (remitirse a “Programa de Hilbert” y teoremas de la incompletitud de Kurt Gédel).

En contrapartida, el analisis historico permite la construccién del conocimiento al situarnos en la génesis del
mismo. Al retirar aquellos ejercicios que s6lo persiguen un dominio en la faz de calculista manual, condicién
sine qua non de los ingenieros del siglo XX, se propone reducirlos a un minimo indispensable y
reemplazarlos por ejercicios que acentlen un saber conceptual y comandos en el programa de un software
determinado. Esto concuerda con el hecho que la electrénica programable ha barrido con tablas de
logaritmos, regla de calculo, calculadoras cientificas y amenaza al tablero de dibujo, jhecho impensable en
la época del sistema operativo DOS y 2 (dos) megas de RAM! ;Cuanto ha cambiado el programa de
Calculo Avanzado en éste tiempo?

Al poner en manifiesto la relaciébn con otras disciplinas, no sélo evitamos darle un tinte excesivamente
matematico o completamente fisico, sino que le damos el entorno méas cercano a la realidad al integrar a
éstas. Los problemas clasicos son los que histéricamente llevaron al desarrollo de estos temas y esto no
puede pasar por desapercibido. Los autores de la bibliografia especifica de estos temas han extraido sus
conocimientos de la solucion de esta problematica, han agrupado los conocimientos en categorias, le
asignan notacion matematica uniforme y procuran presentar cada tema en la forma mas ortodoxa posible.
Esta forma de ordenar el conocimiento (orden restringido a libros, antes del hipervinculo) puede
considerarse impecable, pero esto no conlleva implicito “ser la manera mas eficiente de construir el

conocimiento”.

5. MODELOS DE EDP EN LOS SIGLOS XVIil y XIX
Al promediar el siglo XVIII, el estudio analitico de modelos tipicos de la ciencia fisica por parte de Euler,
d'Alembert, Lagrange y Laplace, dieron nacimiento a la rama matematica de las EDP. El tratamiento
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analitico de modelos fisicos continta siendo hoy en dia el principal motor del desarrollo. Las clasicas EDP,
las cuales sirven como paradigmas, también surgieron en el siglo XVIIl y en los inicios del XIX.

La ecuacion de onda en una dimension se aplica a vibraciones transversales pequenas de una cuerda
flexible tensa localizada inicialmente sobre el eje x y puesta en movimiento. Esta ecuacion fue presentada y
analizada por d'Alembert como un modelo de cuerda vibrante. La variable U(x,t) es el desplazamiento de
cualquier punto de la cuerda en el tiempo f. La constante a= T/p, donde T es la tensién (constante) y p es la
masa por unidad de longitud (constante) de la cuerda.

PU(x,t) 22 0?U(x,1)
or? ox?

Figura 1. Ecuacion de onda en una dimension

Este trabajo fue continuado y ampliado por Euler (1759) y posteriormente por D. Bernoulli (1762) a
ecuaciones de 2 y 3 dimensiones en el estudio de las cuerdas acusticas

02U (x,1)

2 2
e VU s VUSL55

U U U\ _ 1oy _
La ecuacion de Laplace 2 + ay2 + 922 =VU =0 fue estudiada por él en su trabajo sobre

campos gravitacionales alrededor de 1780. La expresion V2U se llama el laplaciano de U(x,y,z,t).

La ecuacion de calor fue introducida por Fourier en 1822. En una dimension, U(x, t) es la temperatura de un
sélido en el punto x en un tiempo t. La constante k, llamada difusién, es igual a k / co donde la conductividad
térmica k, el calor especifico ¢ y la densidad (masa por unidad de volumen p se suponen constantes. La
cantidad de calor por unidad de area conducida a través de un plano en la unidad de tiempo esta dada por
-k Uy(x,t).

oU(x,t) ' 0?U(x,1)
ot ox?

6. METODO CLASICO DE SOLUCION DE LAS EDP

El método de separacién de variables fue introducido por D. Bernoulli y posteriormente desarrollado por
d'Alembert (1747) y Euler (1748) para la ecuacion de onda. Similares ideas fueron usadas por Laplace y
Legendre (1782) y por Fourier (1811-1824) para la ecuacion de calor.

Es una técnica clasica y eficaz para resolver varios tipos de EDP. La idea general es la siguiente:
Pensamos que la solucion u(x, t) de una EDP puede ser expresada como el producto de dos funciones de
una sola variable es decir, como u (x, t) = X(x). T(t)
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Al sustituir esta forma de solucion en la EDP y usar las condiciones en la frontera obtenemos, en muchos
casos, dos ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) en términos de las funciones incégnitas X(x) y T(t). De
esta forma hemos reducido el problema de resolver una EDP al problema mas familiar de resolver una EDO.
A continuacion, ilustraremos esta técnica para la ecuacion del calor.

En el item anterior, habiamos deducido el siguiente problema con valores iniciales y en la frontera como un
modelo matematico para el flujo de calor sin fuentes en un alambre uniforme, cuyos extremos se mantienen
a temperatura constante 0°C:

ou 0u

E(x’t):k ﬁ(xat) O<x<Ll, t0 (1)
o, h=ul,)=0  t0 @)
u(x, 0) = f(x) O<x<lL (3)

Para resolver este problema mediante el método de separacion de variables, comenzaremos con la
ecuacion (1); proponemos que sus soluciones tienen la forma

u(x, t) = X(x) T(t) donde Xso6lo depende de x y T sélo depende de t.
Para determinar Xy T, calculamos las derivadas parciales de u para obtener:

Lo xro v LE=xwre
t ox

Al sustituir estas expresiones en (1) llegamos a

XX)T'() = kX'"(x)T@)

y al separar variables tenemos
T X"(%)
BT  X(x) “

Ahora observamos que las funciones del lado izquierdo de (4) s6lo dependen de t, mientras que todas las

del lado derecho dependen s6lo de x. Como x y f son variables independientes entre si, los dos cocientes
en (4) deben ser constantes. Asi,

() _X"() _
BT X(x)

X' (x)-k X(x)=0
T(0)—k T(t)=0 ®)
En consecuencia, para soluciones separables, hemos reducido el problema de resolver la EDP (1) al de
resolver las dos EDO en (5).
A continuacion, nos fijamos en las condiciones en la frontera en (2).
Como u(x, t)= X(x) T(t) estas condiciones son X(0) T(t)=0 y X(L) T(t)= 0, t>0.
Por lo tanto, T(t)= 0 para toda t>0, lo que implica que
ux,t)= 0 o) X(0)=X(L)=0 (6)
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Si ignoramos la solucién trivial u(x, t) = 0, combinamos las condiciones en la frontera (6) con la ecuacion
diferencial para X en (5) y obtenemos el problema con valores en la frontera

X"(x) - KX(x)=0, X(0)=X(L)=0 (7)
donde K puede ser cualquier constante.
Obsérvese que la funcién X(x)= 0 es una solucién de (7) para cada K. Segun la eleccién de K, ésta puede
ser la unica solucion del problema con valores en la frontera (7).
Asi, si buscamos una solucién no trivial u(x, t)= X(x) T(t) de (1)-(2), primero debemos determinar aquellos
valores de K para los que el problema con valores en la frontera (7) tiene soluciones no ftriviales. Estos
valores particulares de K son llamados valores propios, y las soluciones no triviales correspondientes de (7)
son las funciones propias.
Para resolver la ecuacion (con coeficientes constantes) (7), utilizamos X(x)= €”, deducimos la ecuacion
auxiliar r2- K = 0 y consideramos tres casos.

Caso 1. K > 0. En este caso, las raices de la ecuacién auxiliar son *+/ K |, de modo que una solucién

general de la ecuacién diferencial en (7) es

X(x)=Ce™VE +Cye K
Y si apelamos a las condiciones de frontera, en consecuencia, no hay soluciones no triviales de (7) para
K>0.
Caso 2. K= 0. En este caso, r = 0 es una raiz repetida de la ecuacion auxiliar, y una solucioén general de la
ecuacion diferencial es X(x)= C; + Co x
Las condiciones de frontera en (7) implican que C;=0 y C;+ C>L= 0, lo que implica que C;= C,= 0 . Asi,
para K = 0 no hay soluciones no triviales de (7).

Caso 3. K < 0. En este caso, las raices de la ecuacién auxiliar son Tiv—K , (-K es >0 porque K<0). Asi,

una solucion general de la ecuacion X" - KX =0es

X(x)=C, cosv—Kx+C,senv—Kx (8)
Esta vez, las condiciones de frontera X(0)= X(L) = 0 dan por resultado el sistema:
C1 =0

C1 coslv—K + C2 senlN—K
Como C; =0, el sistema se reduce a resolver C2 senlV—-K =0,
Por tanto, C2 =0 o0 senlv-K =0, En este dltimo caso, senlv—K =0 solo

cuando LV — K = n7  donde nes un entero. Por lo tanto, (7) tiene una solucién no trivial (C, = 0) cuando

IN-K=nm 6 K=—(nm/L)* n=1,23, .. (excluimos n=0 pues esto hace que K=0).
Ademas, viendo (8), las soluciones no triviales (funciones propias) X, correspondientes al valor propio

K =—(nm/L)*, estan dadas por
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JX
X0 =ay, sen["TJ ©)

donde a, son constantes arbitrarias no nulas.

Una vez que sabemos que K =—(nm/L)? para cualquier entero positivo n, consideremos la segunda

ecuacion en (5):

2
() + B (%j T(t) =0

Para cada n=1, 2 3, ..., una solucién general de esta ecuacién lineal de primer orden es
_ -B(nm/ Lyt
T,(t)=b, e
Al combinar esto con la ecuacioén (9), obtenemos para cada n= 1, 2 3, ..., las funciones

u, (X,t) = Xn (X)Tn (l) =a, Sen(nm/L) bne_ﬁ(”ﬂ'/L)zt

—B(nm/ Lyt

=c,e sen(nzx/ L) (10)

donde ¢, es una constante arbitraria. Asi también cualquier combinacion lineal de éstas también es solucion

i J
u(x,t) =2 u,(x,t) :che_ﬁ("”/“ "sen(nmx /L)
n=1
n=1

Si es solucién para la condicién inicial t=0, resulta:
nyx
u(x,0) :cneosen(Tj = f(x)

¢Una combinacion de senos representa cualquier funcién? Lo cual es claramente objetable, sin embargo

existe la posibilidad de tomar el limite cuando k tiende a infinito, obtenemos

u(x,0) =Z(2neosen£m]iﬂ} = f(x)

n=1

Esta afirmacion se hallaba implicita en el trabajo “Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides *,
que el 21 de diciembre de 1807, Jean Baptiste Joseph Fourier presenté ante la Academia de Ciencias de
Paris el problema de representar una funcién arbitraria como sumas de senos, entra en escena. Esta idea
ya estaba presente en los trabajos de Daniel Bernoulli sobre ondas y sus ideas habian sido objetadas por
D’Alembert, el mismisimo Euler y Lagrange, quien era ahora integrante del jurado junto a Laplace, Lacroix y
Monge.

La polémica es genuina, el trabajo tiene aspectos de genialidad en algunos sentidos y falta de rigor en otros,
la academia otorga el premio pero niega su publicacion. En 1822 siendo Fourier secretario de la academia,
se publica su obra. Este es el nacimiento de “las series de Fourier”.

En 1829 J.Dirichlet, un ano antes de la muerte de Fourier, les da el rigor matematico correspondiente,

entonces

u(e,t) =X u,(x,t)=>c,e PO sen(nmx/ L) (11)
n=1

n=l1
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Es una solucién genuina y Unica de (1-3), si cumple las condiciones de Dirichlet.

7. PROPUESTA PARA EL LABORATORIO INTERDISCIPLINARIO DE COMPUTACION
1- Encuentre la expansién en series de Fourier de recorrido completo de f(t) = t valido en el intervalo finito
0 <t < 1.Dibuje las graficas de f(t) y de la funcién periédica representada por la serie de Fourier obtenida y
Su animacion.
Animate[Plot[Evaluate[{t-Floor(t], NFourierTrigSeries[t-Floor[t],t,n,FourierParameters->{-1/1,1/1}]}]{1,-
5,5}, PlotRange->1.3],{n,{0,1,2,3,4,5,6,7}},AnimationDirection->Forward,AnimationRunning->False]
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Figura 2. Expansion en series de Fourier de f(t) =t, O<t<1

2- Una cuerda tensa, elastica y flexible tiene fijos sus extremos en xo= -1t y en x =n. Al tiempo t = 0 se le da
a la cuerda una forma definida por una ley f(x). Hallar el desplazamiento de cualquier punto de x de la
cuerda en cualquier tiempo t.
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Figura 3. Desplazamiento de un punto de la cuerda en el tiempo

3- Una varilla de longitud L, tiene a tiempo cero un perfil inicial de temperatura dada por f(x) =(100/ L) x.

a) ;Cémo se puede lograr el perfil de temperaturas iniciales f(x)?

(Sugerencia: considere un dispositivo con dos recipientes como el de la figura siguiente, pero con distintas
temperaturas y en régimen estacionario)

b) La varilla de la parte (a) se encuentra entre dos recipientes con agua e hielo en equilibrio térmico,
como se ve en la figura. Suponga ademas que k (la constante de la ecuacién de calor ) vale 1 en este caso.
Modele el problema (EDP, condicién inicial y condicién de borde).

c) Resuelva el problema bajo la forma de una Serie de Fourier que de la temperatura en funcién del
tiempo y la posicién.

""""

Figura 4. Conduccién del calor. Varilla fina de longitud L, entre dos recipientes de igual temperatura

5- El sistema masa-resorte-amortiguador de la figura (a) estd inicialmente en reposo en una posicién de
equilibrio. Determine la respuesta en estado estacionario del sistema cuando la masa esta sometida a una
fuerza periédica aplicada externamente, que tiene la forma de la onda cuadrada mostrada en la figura (b).
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Figura 5 (a). Sistema masa-resorte-amortiguador en reposo, en equilibrio.
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Figura 5 (b). Respuesta al sometimiento de la masa a una fuerza periédica externa

7. CONCLUSIONES

Este trabajo no es una critica al formalismo matematico, su uso es indispensable en la relevancia de
aspectos criticos del conocimiento y de ningin modo debe ser obviada, actia de manera muy eficiente al
determinar el alcance de los modelos matematicos.

Como formadores de ingenieros, podemos cuestionarnos si es necesario que el alumno se convierta en un
eficiente manipulador de la simbologia matematica, operando universos abstractos para si y comunicables
para los demas, imitando a un investigador de este area especifica, o que el alumno esté en sintonia con las
herramientas tecnologicas actuales que seran sus herramientas de trabajo y que edifique su saber
operando realidades virtuales basadas en algoritmos matematicos y principios fisicos que le son conocidos.
¢ Qué se logra con esta presentacién?

La forma de presentarlo es camino directo hacia la serie de Fourier, estamos contando su historia, la
hemos secuenciado: modelado, hemos incorporado las EDP, el método de separacion de variables para su
solucién, hasta llegar a Series de Fourier; los contenidos han sido articulado e integrados, esto permite al
alumno vislumbrar la nexualidad entre estos temas.

El desarrollo de formal de las series de Fourier se manifiesta entonces con naturalidad, y la visualizaciéon de
las mismas en softwares especificos facilitan su comprension.

Al estudiar variables complejas, el camino es inverso, en el sentido que el desarrollo de una rama abstracta
de matematica lleva a aplicaciones practicas. Al finalizar el desarrollo de variables complejas llegamos a
Fourier e integramos estos dos temas para resolver problemas de conduccién de calor en derivadas
parciales, utilizando mapeos.
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