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RESUMEN

Se sabe de la importancia que tienen los métodos numéricos en Ingenieria, ya que son una herramienta
muy util que permite determinar la solucion numérica de problemas para los cuales puede o no conocerse
su solucion analitica.

Se estudian y modelan las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y en particular la ecuacion de
difusién. La eleccion de la misma se efectla basandose en sus multiples aplicaciones en problemas de la
Mecénica. Si bien las soluciones analiticas resultan Utiles y proporcionan una mayor comprension del
comportamiento de algunos fenémenos, no siempre es posible encontrarlas. Los métodos numéricos
proporcionan entonces, una herramienta que permite traducir complicados esquemas matematicos en
operaciones elementales, cuyos resultados pueden ser contrastados con las soluciones analiticas, en los
casos en los que éstas existan.

Entendiendo que para alumnos de Ingenieria es importante la simulacion de problemas fisicos, el uso de la
computadora junto a los métodos numeéricos con la integracion del Algebra Lineal y del Analisis Matematico,
constituye un medio eficiente para iniciarse en el aprendizaje de la programacion. .

En este trabajo se describe material didactico desarrollado usando un software cientifico que, gracias a su
accesible sintaxis, permiti6 elaborar programas simples y sencillos de utilizar. El material disefiado esta
dirigido a brindar a los alumnos la posibilidad de estudiar, comparar y analizar la aplicacién de distintos
métodos numéricos.
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1. INTRODUCCION

En problemas de ingenieria es frecuente encontrar modelos matematicos que incluyen ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. En general, no es posible determinar la solucién analitica de las
mismas a pesar de que éstas proporcionan una mayor comprension del comportamiento de algunos
fenébmenos. Sin embargo, si podemos encontrar la solucién numérica, de ahi la importancia que tienen los
métodos numeéricos en Ingenieria. Estos proporcionan una herramienta que permite traducir complicados
esquemas matematicos en operaciones elementales, cuyos resultados pueden ser contrastados con las
soluciones analiticas, en los casos en los que éstas existan.

En este trabajo se muestra una forma de introducir al estudiante de ingenieria en el estudio de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y su modelado numérico. En particular la ecuacion de
difusion sera el objeto de estudio. La eleccion de la misma se efectia basandose en sus multiples
aplicaciones en problemas de la Mecénica.

Usando el método de diferencias finitas para determinar la solucion numérica de la ecuacion de difusion, se
abordaran basicamente dos planteos: método explicito y método implicito. Para ambos procedimientos es
necesario disefiar algoritmos computacionales.

Este trabajo pretende mostrar como contribuir a la formacion matematica del ingeniero mediante el uso de
métodos numeéricos. Como éstos introducen a los alumnos en la programacion para la solucion de
Ecuaciones Diferenciales Parciales. Finalmente muestra la comparacién de los resultados obtenidos con el

uso de distintos métodos numéricos y la solucién analitica hallada en los casos posibles.

2. PLANTEO DEL PROBLEMA

Se inicia esta seccion con el problema de difusion del calor a partir de un modelo unidimensional dado que
éste puede utilizarse tanto en situaciones donde el dominio de estudio es unidimensional como en aquellos
casos en que la geometria del dominio permita considerarlo de este modo.

Este modelo, considerando las condiciones de frontera apropiadas, se puede usar para el estudio de la
distribucién de temperaturas en una barra cilindrica de acero sometida al proceso de temple. Para ello se la
sumerge en un medio refrigerante adecuado. La longitud de la barra es lo suficientemente grande como
para que la pérdida de calor en los extremos de la misma sea despreciable respecto de la pérdida de calor
en su superficie lateral. Debido a la simetria del dominio, el flujo de calor es estudiado Unicamente sobre el
radio de la pieza.

Para que el estudiante se familiarice con el método analitico y los métodos numéricos usados en la
resolucion de la ecuacion de difusién, se considerara un problema simplificado que sirva como punto de

partida para el posterior modelado matematico del proceso de templado.

2.1. Modelo Matemaético

Se define la funcién temperatura como u(x,t) que describe el flujo de calor en un objeto, de material

homogéneo, de longitud L a través del tiempo. Se especifican las condiciones en la frontera para x =0 y
x = L. También se consigna la distribucién inicial de temperatura en el objeto f(x), la cual recibe el nombre

de condicidn inicial. Este problema se modela matematicamente mediante la Ecuacion (1):
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6_u_a62_uzo O<x<lL, t>0

ot ox?

u(0,t)=0 t>0 (2)
u(L,t)=0 t>

u(x,0) =f(x) 0<x<L

El problema modelado de esta forma recibe el nombre de problema de valores iniciales y de frontera [2]. La
constante « depende de caracteristicas especificas del material que constituye el objeto en el que se

estudia la distribucion de temperaturas.

2.1.1. Solucion Analitica

Por el método de separacion de variables, si suponemos que la soluciébn u tiene la forma
u(x,t) = X(x).T(t), se reduce (1) a un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores en la
frontera. Usando métodos clasicos para la solucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias se obtienen los

autovalores y las correspondientes autofunciones que permiten determinar la expresion de la solucion

analitica como una serie de Fourier dada en la Ecuacion (2)

D(nzﬂz

u(x,t)=ibne_ ? tsen[nTﬂxj 2
n=1

donde b,, con n e N son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) (condicion

inicial del problema) y se determinan como lo muestra la Ecuacion (3)

2 L
=Ej (x) sen(—xj dx ®3)
0

2.1.2. Solucién Numérica

Para la determinacion de la solucién numérica de (1), se utilizan métodos en diferencias finitas. Estos
incluyen tres aspectos principales:

1- La regién en estudio se divide en intervalos de longitud Ax y el tiempo en etapas de duracién

At configurando asi una grilla, como lo muestra la Figura 1, cuyos puntos de interseccion se denominan

nodos. Por simplicidad al nodo (x, ,tj) se lo designara como (i, ).

t A
t )
At{ = L
g .
tj+l § :

3
1
Xi_1 X X

AX

Figura 1 Grilla sobre la que se aplica la discretizacion de un dominio
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2- Las derivadas parciales involucradas en la ecuacion diferencial son reemplazadas por sus

aproximaciones en diferencias finitas. Se obtiene asi un sistema de ecuaciones algebraicas.

3- Se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas y se encuentran los valores de la funcién incognita

u(x,t) en los nodos de la grilla. Estos valores discretos describen aproximadamente la distribucion

temporal y espacial de la funcién incégnita. El valor de la funcion u en el nodo (xi ot ) se nota u/ .

2.1.2.1. Método Explicito

En la Ecuacion de difusion (4)
2
ou_ ou_, 4)
ot ox?
se sustituye la derivada con respecto al tiempo en el nodo (i, j) por una diferencia progresiva dada por la
Ecuacioén (5)

au uij+1 _ uij
e T ®)
ot At
y la derivada con respecto a la coordenada espacial x en el mismo nodo se sustituye por una diferencia
central dada en la Ecuacion (6)

2 j j j
o°u Uiy —2u) +uly

= (6)
ox? AX?
La expresion de la Ecuacion (7) representa la temperatura en el nodo (i N +1) :
j j j IET. - _ aAt
Aul,+(1-2A) u) +Aul, =u ie{l,.,N-1}, jeN, donde A—A—Z (7)
X

Esta ecuacion permite determinar en forma explicita el valor de la temperatura en cada nodo en la etapa

t;;1 en funcion de los valores de u en la etapa anterior t; ya determinados [1].

El método explicito tiene un error de aproximacion del orden de O(At + Ax?), pero su convergencia y

estabilidad dependen del factor A. En este factor interviene la constante a, la cual depende de

. : . . . . cal _
caracteristicas propias del material del objeto tales como la capacidad térmica ([C]:_"C ) , la densidad
g

- A cal .
([p]:%) y la conductividad térmica ([k]:—"c) . Con estas constantes se calcula el coeficiente
cm s cm

a=—.
cp

Con la finalidad de analizar el método explicito y comparar la solucion analitica con la numérica, se

considera una barra de acero de 15 cm de longitud que se encuentra inicialmente a 300°C y sus extremos

permanecen a 300°C y a 50°C respectivamente.

Se desea determinar la distribucion de temperaturas en la barra para distintos intervalos de tiempo.
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En primer lugar se formula usando la Ecuacion (8) el modelo matematico que corresponde al problema,

resultando:
a_u_aaz_uzo O<x<15, t>0
ot ox?
u(0,t) =300 t>0 (8)
u(L,t) =50 t>0
u(x,0) =300 0<x<15

De acuerdo con las condiciones iniciales y de frontera de este problema podemos resolverlo utilizando el
método de separacién de variables y por lo tanto calcularemos los coeficientes de Fourier en funcion de la
condicion inicial y las condiciones de frontera. Interviene ademas la longitud L del objeto en estudio. Estos
calculos se introducen en un software cientifico y se obtiene rapidamente la solucién analitica del problema.
La Figura 2 muestra el perfil de temperatura que se logra cuando han transcurrido 60 segundos.

50

ELIb

154

104

L 2 4 6 & W 12 W
X

Figura 2 Perfil de Temperatura- Solucion Analitica

La figura anterior representa la solucion analitica para este problema. En muchos casos esta solucién no se
puede determinar y es por ello que es necesario obtener una solucion numeérica.

Si se usa un método explicito se puede calcular la temperatura en una etapa de tiempo a partir de los
resultados logrados en la etapa de tiempo anterior. Pero se sabe que este método tiene sus limitaciones en
cuanto a la estabilidad del mismo para valores de A > 0.5.

Se disefia un algoritmo mediante un software cientifico [3] para obtener la solucién introduciendo las
condiciones iniciales del problema, las condiciones de frontera, la geometria del objeto, caracteristicas
propias del material constituyente y el tiempo de exposicion del experimento. Se elige ademas la cantidad
de nodos espaciales que se trabajaran lo que determina directamente la longitud del intervalo espacial Ax y
la cantidad de nodos temporales o bien At .

Para el objeto en cuestion se determina la solucion discretizando con Ax =1.5 y At=2. La Tabla 1

muestra la evolucion del perfil de temperatura para distintos tiempos.
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Tabla 1 Evolucion del perfil de temperatura en el tiempo.

350 30
30 K]
250 250
1] 200
150 150
100 100
5l 50
1] L T
. e ——— o 3 4% 6 8 W 172 1
3500 50
BN 3004
250 250
200 200
150 150
100 100
50 50
o 2 4 [ 8 n 12 1 o 2 4 [ 8 w 27
t =60 t =120

Con respecto a la aproximacion, se puede observar que ésta mejora a medida que afinamos la longitud del

intervalo espacial, ya que como se dijo anteriormente, este método tiene un error del orden de
O(At+Ax?) . La Tabla 2 permite comparar con la solucién analitica los valores de la solucién numérica

obtenidos para un tiempo t=6 ,con At=2 ypara Ax=3 y Ax=1.5.

Tabla 2 Comparacién de resultados con la solucion analitica.

Explicito para Ax =3 | Explicito para Ax =1.5 Solucion analitica
300 300 300
299.64 299.64
297.86 298.80 298.78
296.63 296.55
289.28 291.52 291.30
280.81 280.35
258.88 260.91 260.15
228.17 227.18
181.18 180.55 179.57
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119.36 118.75
50 50 50

Pero si se sigue afinando el intervalo espacial sin modificar la amplitud del intervalo temporal aparece el
fendmeno de inestabilidad en la solucion [3]. Esta inestabilidad progresa en el tiempo. Las Figuras 3 y 4

muestran los resultados de la aplicacién del método explicito para Ax =0.75, At =2, t =30,t =60

respectivamente.

1511

m_ T T T T T T T
0 2 4 6 8 1w 12 u

Figura 3 Perfil de Inestabilidad para 1 =0.53 y t =30

350
300
250
200
151
100

50

o P R A B
Figura 4 Perfil de Inestabilidad para A =0.53 y t =60
La Tabla 3 muestra la comparacion de los valores obtenidos con los de la solucién analitica. Puede

observarse la propagacion del error. La solucién lograda no es aceptable debido a la presencia de errores
magnificados por la gran cantidad de iteraciones.

Tabla 3 Comparacién de resultados con la solucion analitica A =0.53 y t =60 .

Nodo Explicito para Solucion Nodo Explicito para Solucion
Ax =0.75, analitica Ax =0.75, analitica
At =2 At =2
0 300 300 11 225.55
1 299.55 12 318.46 260.15
2 300.62 299.64 13 181.11
3 297.82 14 299.04 227.18
4 302.16 298.78 15 134.36
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5 293.03 16 247.68 179.57
6 305.74 296.55 17 93.97

7 281.74 18 60.76 118.75
8 311.90 291.30 19 63.16

9 259.96 20 50 50
10 318.57 280.35

Si modificamos la longitud del intervalo temporal la solucion mejora en su precision, pero esto trae
aparejado la necesidad de aumentar el nimero de calculos para lograr soluciones aceptables.

Para At=1, Ax =0.75 y t =60, la Figura 5 muestra la solucién obtenida y la Tabla 4 permite comparar
los valores de la temperatura en cada nodo con la solucién analitica.

35l

1501

104

m-

024 s 8 0 12
Figura 5 Perfil de temperatura para At =1 y t =60

Tabla 4 Comparacién de resultados con la solucion analitica en t =60 .

Nodo Explicito para Solucion Nodo Explicito para Solucion

AX =0.75, analitica Ax =0.75, analitica
At =1 At =1

0 300 300 11 272.13

1 299.87 12 260.67 260.15

2 299.68 299.64 13 245.97

3 299.38 14 277.7 227.18

4 298.88 298.78 15 205.69

5 298.06 16 179.99 179.57

6 296.74 296.55 17 150.9

7 294.7 18 118.98 118.75

8 291.61 291.30 19 85.02

9 287.12 20 50 50

10 280.79 280.35
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Se puede observar por dltimo, la evolucion de los perfiles de temperatura para distintos intervalos de

tiempo. La temperatura tiende al estado de equilibrio como lo muestra la Figura 6.

b 4 s 8 W 12 14

Figura 6 Perfiles de temperatura para distintos tiempos

Para evitar la aparicion del fenomeno de inestabilidad se introducen los métodos implicitos.

2.1.2.2. Método Implicito

En este caso, se reemplazan en la Ecuacion (4) las derivadas parciales definidas en la Ecuacion (9)

i+1
At Ax?

ut—ul it 200yl
= .

9)

La expresion de la temperatura en el nodo (i, j) resulta dada por la Ecuacion (10):

“Aultt+(@-22) 0]t -2 i =u) ie{l,...,N-1}, jeNy con A= a_; (10)
AX

La ecuacién en diferencias (10) contiene varias incégnitas ( ulit, ult u.“l) por lo que no puede

M4l

resolverse en forma explicita. Pueden escribirse ecuaciones similares a la (4) para todos los nodos
interiores de la grilla [1]. Cuando estas condiciones se combinan con las condiciones de frontera se obtiene
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales cuya matriz de coeficientes es tridiagonal y puede resolverse
por distintos métodos.

Un método implicito es el método de Crank Nicolson, el cual tiene un orden de aproximacion igual a
O(At? + Ax*). Este método tiene la ventaja de ser incondicionalmente estable, es decir no aparece el

fenémeno de inestabilidad en la solucién que se vio para el método explicito. La Figura 7 muestra el perfil
de temperatura logrado bajo las condiciones que introdujeron inestabilidad en el esquema explicito. Es decir
para Ax =0.75, At =2y t =60

Z. Millan; L. de la Torre; L. Oliva / Ecuacién de Difusion y Métodos Numéricos



La Tabla 5 permite comparar los valores logrados utilizando este método con la solucién analitica. Como

puede observarse alli, se logra una buena aproximacion.
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2 4
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14

Figura 7 Perfil de temperatura usando Crank Nicolson

Tabla5 Comparacién de resultados con la solucion analitica.

Nodo Implicito Solucion Nodo Implicito Solucion
Ax =0.75 analitica Ax =0.75 analitica
At =2,t =60 At =2,t =60

0 300 300 11 271.47 271.64
1 299.83 299.85 12 260.02 260.15
2 299.60 299.64 13 245.36 245.44
3 299.25 299.31 14 227.16 227.18
4 298.69 298.78 15 205.23 205.21
5 297.78 297.92 16 179.63 179.57
6 296.4 296.55 17 150.64 150.57
7 294.27 294.45 18 118.81 118.75
8 291.1 291.3 19 84.94 84.9
9 286.54 286.75 20 50 50
10 280.15 280.35

2.1.3. Convergenciay Estabilidad
El error de aproximacion para el esquema explicito es O(At + Ax?) y el implicito de Crack Nicolson tiene
un error del orden de O(At? + Ax?). Si la solucién de la ecuacién en diferencias tiende a la solucién de la

ecuacion diferencial original cuando At — 0 y Ax — 0 ; el esquema en diferencias es convergente [1,2].
Si el error de célculo producido en una cierta etapa de tiempo disminuye o al menos no aumenta al pasar a

la proxima etapa de tiempo, el esquema es estable.
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Se puede probar que el esquema implicito es incondicionalmente estable mientras que el esquema explicito
no. La convergencia y estabilidad de un esquema explicito depende del tamafio de los intervalos de tiempo

y de espacio. Para 1 < 0.5 el método explicito es convergente y estable [1].

3. CONCLUSIONES

Usando como motivacion un problema de templado de acero, se ha mostrado la obtencion de la solucién
analitica de un ejemplo sencillo de aplicacion de la ecuacion de difusién, como asi también los métodos
numeéricos explicito e implicito con sus ventajas y desventajas en cuanto a la estabilidad de cada uno.

Es importante destacar la conexién entre el ciclo basico de carreras de ingenieria y el ciclo superior, dado
gue situaciones como las aqui planteadas brindan al alumno la posibilidad de trabajar con un software
cientifico, disefiando programas sencillos y abren el camino al estudio de problemas aplicados a su
especialidad con mayor nivel de complejidad.

Los alumnos pueden disefiar material computacional que permita experimentar cambiando datos y
condiciones del problema, analizando la influencia de estas variaciones tanto numérica como graficamente

poniendo énfasis en la interpretacion de resultados y en la obtencién de conclusiones.
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