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RESUMEN

El flanco activo de los dientes es un helicoide reglado cuya seccidén con un plano perpendicular al eje
helicoide es una evolvente o desarrollante de circulo. En el presente trabajo se realiza un estudio riguroso
de la geometria métrica del helicoide utilizando un sistema de coordenadas superficiales de Gauss y se
adoptan con tal finalidad las dos familias de lineas ortogonales siguientes: la familia de las generatrices
rectas del helicoide y la de las evolventes obtenidas por las intersecciones del helicoide con los planos
perpendiculares al eje de la rueda. En consecuencia, la posicion de un punto cualquiera de la superficie del
flanco del diente esta determinada por la coordenada ¢, sin dimensiones, y por la coordenada Z de direccion
paralela al eje de la rueda. Los valores extremos de la coordenada € son cero (0) y la relacién de contacto
total ey y de la coordenada Z los valores (b/2) y (-b/2), donde b es el ancho de la rueda medido en la
direccion del eje.

En lo que concierne a la presentacion del trabajo, se emplea, segun el caso, la formulacién vectorial o las
expresiones cartesianas de la geometria diferencial. Por otra parte, el estudio se realiza partiendo de las
ecuaciones paramétricas del helicoide. [2]

Teniendo en cuenta todos estos elementos, en el trabajo se exponen: 1) la representacion vectorial
paramétrica del helicoide; 2) las ecuaciones vectoriales paramétricas de las lineas propias del helicoide: las
rectas, las evolventes y las hélices cilindricas-; 3) la primera forma cuadratica fundamental de la métrica
superficial de Gauss; 4) el calculo de los diferenciales de las lineas generatrices, las evolventes y las
hélices; 5) las ecuaciones de los vectores unitarios tangentes a las curvas antes citadas, y sus componentes
cartesianas; 6) la ecuacion del vector normal unitario y de sus cosenos directores en un punto cualquiera del
flanco activo.
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1. INTRODUCCION

En un mecanismo de engranajes paralelos exteriores con dentado helicoidal, el flanco activo de los dientes
es un helicoide reglado a desarrollante de circulo [4] y [5].

Figura 1 Helicoide Reglado

Se realiza en el trabajo el estudio analitico de la geometria métrica del helicoide utilizando coordenadas
superficiales de Gauss.

El estudio se realiza a partir de las ecuaciones cartesianas paramétricas del helicoide deducidas por el
Ing.Lauria y publicadas en el Boletin Nro 113 (Mayo de 1997 IET Instituto de los Engranajes y
Transmisiones de Francia). Toda referencia a esta publicacion se indica en el texto con ([2], Pag...).

Se utilizan en el trabajo las convenciones y los datos Geométricos de base empleados en la publicacién
arriba citada. Por otra parte, en el ANEXO al trabajo se exponen los simbolos, los factores de calculo y los
elementos del mecanismo necesarios para el desarrollo del estudio.

Con el objeto de no prolongar el texto se trabaja solamente con la rueda 1 (pifién) del mecanismo. Para la
rueda 2 se puede realizar un estudio analogo. Se debe sefalar que las ecuaciones deducidas son
aplicables al caso general de los engranajes con diente corregidos.

2. Flaco Activo del diente
2.1. Sistemas de coordinas curvilineas.

El flanco de los dientes es un sector de helicoide a desarrollante de circulo denominado H1 (figura 2),
sobre el cual dos familias de curvas ortogonales entre si pueden ser definidas, a saber: a) Familia de
las generatrices rectas; b) Familia de las desarrollantes de circulo.

Figura 2 Coordenadas Curvilineas

La coordenada sin dimensiones € determina la posicién de cada generatriz, siendo sus valores
extremos 0y €Y (relacion total de contacto). En cuanto a la posicion de cada desarrollante (evolvente
de circulo), esta determinada por la coordenada Z, medida en el sentido del eje de la rueda. Los valores
extremos de Z son (b/2) y (-b/2), siendo Z=0 el valor que determina la posicion de la evolvente
correspondiente a la secciéon media de la rueda. Se puede igualmente decidir la posicién de una
generatriz por el parametro angular )\1, relacionado linealmente con € mediante la expresion ([2], Pag
95)
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Figura 3 Plano de Accion
Donde &1 es un valor particular de € que sera definido mas adelante. En el trabajo se emplea una u
otra coordenada € o )\1, segun convenga a la mayor simplificacion de las expresiones matematicas. El
conjunto de las dos familias de curvas constituye un sistema de coordenadas curvilineas que se utiliza
como sistemas de referencias para el estudio geométrico de H1, como una geometria de Gauss.

Sobre la superficie H1 puede definirse una tercera familia de curvas: Las hélices cilindricas. Ellas tienes
todas el mismo paso y la posicién de cada curva esta determinada por un radio rj tal que

. <r;<r; (1)
El flanco activo esta limitado por dos desarrollantes o evolvente laterales, separadas por la distancia b
medida en el sentido del eje de la rueda (Z) y por dos hélices, la hélice de cabeza y la hélice activa
inicial (figura 4).
Sobre la superficie H1 se determina el punto Ih por la intercepcion de la hélice primitiva de r'1y la
desarrollante media (evolvente media) Z=0.
2.2. Sistemas de Ejes O1 X1 Y1 Z1.
Es un sistema de ejes cartesianos ortogonales, derecho o anti horario, fijo a la rueda 1, donde el centro

O1 esta situado sobre el eje de rotacion de la rueda, en el punto medio de su ancho b. En cuanto a los
ejes: a) el eje O1Z1 coincide con el eje de rotacion; b) el eje O1X1 pasa por el punto Ih del helicoide H1.

Figura 4 Flanco Activo
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2.3. Ecuaciones cartesianas paramétrica del helicoide.

Con relacion a este sistemas de ejes y teniendo en cuenta que los dientes de la ruedal son de hélice
derecha, las ecuaciones cartesianas paramétricas de H1 son ([2], Pag 94)

X1=Qxz.Z + Qxe.€+ Qx Y1=Qyz.Z + Qye.£+ Qy Z1=Z @)

Donde
Qxz=Kl.cosAl + K2 sinAl
Qxe=K3.cosAl + K4 sinAl 3)
Qx =r"l.cosAl + K5 cosA1+K6.sinA1

Qyz=K2.cosAl — K1 sinAl
Qye=K4.cosil — K3 sinAil 4)
Qy =-r'l.sinA]1 — K5 sinA1 + K6.coshl

Y finalmente

K1=tgPb. sina’t K2=tgfb. cosa’t
K3=sina't. Je K4=cosa’t. Je (5)
K5=-sina't. Jy Ké6=—cosa’t. Jy

2.4. Puntos particulares del flanco activo.

Algunos puntos sobre H1 tiene una significacion especial y sus coordenadas curvilineas son las
siguientes ([2] Pag. 91 y 95):

Punto In y;
cosfb &
_ E=8=¢ ——+— _
Z=0 cosa’n 2 Ar=0 ©)
Punto A" (punto inicial de contacto, Ver Figura 4)
b +Qat
Z=— =0 llzﬂm:—wa )
2 Ib1.&y
Punto B”b(punto final de contacto)
- + Qa+t
Z=—— E=¢&y /’hzlla:_w(s}/_a) )
2 I'v1.&y

Los intervalos validos de las coordenadas Z y € del parametro angular A1 son:

b b
_ESZSE : 0<e<ey : Ai<li<Aa 9

3. Representaciones Vectoriales
3.1. Helicoide H1
La representacion vectorial parameétrica del helicoide H1 es (Ver Figura 4):

[(Z,&)=X\(Z,&)i+Y(Z,&)j+ Z(Z)k (10)

Donde las coordenadas Z y € son los parametros de la representacion y r(Z, €) es el vector posicién
del punto genérico P de la superficie. El punto P ocupa diferentes posiciones sobre H1 cuando los
parametros (Z, &) toman valores en el interior de una region R en el plano de referencia Z€ (Fig 5).
Para cada punto (Z, €) en R corresponde un punto P en H1 y un vector posicion r(Z, €). En otros
términos, las superficies H1 es la imagen espacial de la region R.

En la correspondencia entre H1 y la region R, a las generatrices rectas en H1 (definidas por € o }\1),
corresponden rectas paralelas al eje Z en R, y a las evolventes en H1 rectas paralelas al eje € en R.

3.2. Curvas de H1
Si Zy € son funciones de un parametro t, es decir:
Z=7(1) e=¢() (11)

(Z y € son las coordenadas que describen la superficie y si los hacemos depender de un solo parametro estamos
describiendo una sola linea o curva de esa superficie. A su vez si t=&€ estamos trazamos una paralela al eje Z)
Una curva C queda definida sobre la superficie H1 cuya representacion vectorial paramétrica es:
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)= Xit)i+Yi(t)j+ Zi(Hk (12)
Los siguientes casos particulares son de interés:
3.2.1.Generatrices

Sit=Z y &€=cte se tiene las lineas rectas de contacto de flanco activo de diente
Donde r(Z) es la ecuacion vectorial paramétrica de una generatriz de H1 y el parametro Z puede
variar entre dos valores extremos que dependen de &€ (Figura 5)

Ja N/ (& Plan daction| \E=Ex
> .C. ;
i L _ ]
9 | E=€ \E&=&r
J__ ol
RA'NE=0

Figura 5 Plano Activo
r(Z)=Xu(2)ji+Y«2)j+Zk (13)
3.2.2.Desarrollante (de circulo) o Evolvente

Se hace Z=cte y se utiliza la ecuacién de la linea de contacto en el plano de accion (ver el Anexo y
[2] pag.91)
Y =tgphZ+Jec—Jy (14)

Para e=cte Z es funcion lineal de Y
Partiendo de esta ecuacion se deduce que €=£(Y) donde el intervalo de validez de Y es:
—-gr<Y <ga (15)

En estas condiciones si se hace t=Y se obtiene la representacion vectorial paramétrica de una
desarrollante (evolvente) de H1

r(Y):XlO()i+Y1(Y)j+Zk (16)
3.2.3.Hélices cilindricas

Para un valor dado del radio rj y (cada valor de rj es el radio un cilindro que corta al flanco del
diente segun una hélice) teniendo en cuenta de la expresion [4]

Y =r =’ —rotga't a7
Se obtiene el valor de Y. Entonces, de la ecuacioén (14) de la linea de contacto se deduce
1
g(Z):J—(Jy—tg,b’b.Z +Y) (18)

En estas condiciones y haciendo t=Z se obtiene la representacion vectorial paramétrica de una
hélice cilindrica de la helicoide H1

F(Z) = X:1(2)i+Y1(2)j + ZK (19)
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Badt)

Primeramente, es necesario conocer la expresidon matematica de las derivadas parciales primeras de las
ecuaciones cartesianas paramétricas del helicoide H1, es decir:

Donde

4., Geometria Intrinseca de H1

oXi1 da
28] = Qxz 21 AL —I(QYZ.Z + Qve.e + Qv) + Qxe (22)
oz oe de
oY oY di
== Qyz (23) = ——I(sz.Z + Qxe.g + Qx) + Qve (24)
oz oe de
0Z1 0Z1
oz (2) pyaall (26)
Donde
% O+ 0at+0Qp
oe loi.gy @7)
4.1. Primera forma cuadratica fundamental
El elemento de linea de una curva C esta definido por:
ds®> =dr.dr (28)
Donde (s = Linea en general)
or or
dr=—dz+—20 29
oz ee @9
Siendo
g_dX1i+dY1j+d21k 30)
oe d¢ de de
y finalmente
or dXi. dYi. dzi
—= i+ j+—=Kk (31)
oZ dz dz dz
Estando dado que
% =1 % =0 (32)
oz o€
Operando algebraicamente se obtiene:
ds’ =E.dZ’ +G.de? (33)

(s = Linea en general)
Expresion de la primera forma cuadratica fundamental de la métrica Gussiana correspondiente al
helicoide H1. Las expresiones de los coeficientes E y G son:

E_dX12+dY12+1_ 1 A
dz  dz (cos fb)? 4
dax:* dy:
G =
de i de 3%)

En el caso del coeficiente G no es posible obtener una expresion simplificada
4.2. Elementos de Linea

Si Z=cte (flanco de una evolvente) el elemento de linea de una desarrollante de una evolvente es:
dsa’* =G.g’ (36)
(s = Linea en general y d=desarrollante)
Si € =cte, se tiene el elemento de linea de una generatriz de H1

dsy® = E.dz’ (37)

(g = Generatriz)
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En el caso de la hélice de H1, es necesario considerar que una hélice queda definido por un radio rj (y
un valor correlativo de Y) y utiIizandlo la ecuacion de la linea de contacto se tiene:

£=j—(JY -g/.Z +Y) (38)

De donde se deduce

de = -1,

Je (39)
En consecuencia t
(dsn)” = E.dz? +G(—9J—ﬁb)2dz2 40
y finalmente (h = Hélice)
(dsh)® = {E + G(t%ﬂ)z}dz2 (41)
Analogamente se puede obtener
dsn)? =| E(I ) +.G |ds?
(dsn) { (tgﬂb) } € 42)

4.3. Tangente a las curvas propias de H1.

El vector tangente unitario en un punto P una curva C definida por un parametro t tiene la
representacion vectorial paramétrica siguiente:

o. dr ordz orde
e L _rde orde

=—= — (43)
dsc O0Z dsc O¢ dsc
t°c = Vector tangente unitario a la curva C.

Siendo dsc el elemento de linea de la curva C. Se considera a continuacion los casos particulares
siguientes:

4.3.1.Generatrices

Con t=Z y € =constante, se tiene

dsg = JE dz (44)

Las expresiones del vector tangente unitario que es t°g y sus componentes cartesianas son

.1 _ar ¢ _ L _ax
= = — X =—F==—
TVE JE az
45 % ="7= ="+,  Componentes
Com(por)mnte \/E oz Cartesianas
Vectorial = L
E

4.3.2.Desarrollante (Evolvente)
Con t= € y Z=cte, se tiene
dss =+/G.ds @7

Las expresiones del vector tangente unitario t°d y de sus componentes cartesianas son:

1 oX1
tc’d:—1 :g tdx=ﬁ=g
JG e . A, (49)
ty=—=— Componentes
(48) \/6 os Cartesianas
Componente tu=0
Vectorial
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4.3.3.Hélices

Para una hélice cilindrica genérica de radio rj correspondiente a un valor constante de Y,
haciendo t=2:
Se deduce de la ecuacion de la linea de contacto en el plano de accion

1
e(z)= j—(Y 1952 + Jy) (50)
En cuanto al vector tangente unitario a la hélice t°h, se expresa:
o _ordz orde
Osh OZ dsh Og dsh

Las expresiones obtenidas precedentemente para el elemento de linea permiten deducir:

[e]

(D

2
% = ﬁ (52) operando Gz=E+ (%} G (53)
de 1 3\
do NS (54) operando Ge = (tgﬂbj E+G (55)
De donde

1 or 1 or

© = —+ _
"= JGz 07 JGg o (56)

Yy sus ComponenteS cartesianas son:
1 oXi 1 oXi

i =
"= Gz oz  JGe oe

t 1 0Y: 1 0Y:
Yy

= +
JGz 0Z AJGe O¢
1

the = ——

h \/&

4.4. Planos tangentes y Recta Normal al Helicoide H1

El plano tangente del helicoide H1 en un punto genérico P de la superficie contiene las rectas
tangentes a todas las curvas de H1 que pasan por P.

En cuanto a la recta normal al helicoide en el punto P, es la recta perpendicular al plano tangente en
ese mismo punto. En consecuencia el vector unitario normal n° esta determinado por el producto
vectorial:

t

(57)

o (teg - X-t°d)
sin(teg,ted) (58)
Pero
sin(teg,ted) =1 (59)
Entonces:
o= (ﬂxﬁ] (60)
JEG\0OZ oO¢
y teniendo en cuenta que
1 ) y (%j:o (62)
oz oe
Resulta . ]
i j ok
o 1 |oX1 oY
n- =
JEG|dz oz (63)
oK g
oe O¢

Las componentes cartesianas de n°, (cosenos directores de la normal) son:
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oL Lo (avlaxl_axlavlj (64)
JVEG 0¢ JVEG 0¢ JEG\ dg 0Z 0¢ oZ

4.5, Curvatura del Helicoide

Entre los elementos intrinsecos de la Geometria de la Superficie de Gauss, se debe sefalar la
segunda forma cuadratica fundamental y las componentes del tensor de curvatura. El calculo de
estas Ultimas, denominadas Czz, Cze y Cee se efectia utilizando las derivadas parciales primeras y

segundas con relacion a Zy a € de las funciones X1, Y1y Z1. Los autores han realizado el calculo de
dichas componentes y han constatado que la curvatura gaussianas K es nula. Es decir, la superficie
es de puntos parabdlicos y entonces, una de sus dos curvaturas principales es nula. En lo que
concierne a la otra curvatura principal, el radio de curvatura correspondiente puede ser calculado en

un punto genérico P (de coordenadas Z y € ) con el procedimiento siguiente:
Radio de curvatura aparente:

Pla= rm.tga't +Y (65)
Donde, segun la ecuacion de la linea de contacto (ver Anexo y Figura 5) es:
Y =19l +Jes—Jy (66)
Radio de curvatura [4] (aplicacién del Teorema de Meunier)
Pla
1=
cos S (67)

Por otra parte, la recta normal a la superficie H1 en un punto cualquiera P (vector unitario n°) es el
soporte del radio de curvatura p1.

5. Conclusiones

La geometria métrica de Gauss permite obtener una representaciéon de todos los elementos
intrinsecos de la superficie helicoidal correspondiente al flanco activo de los dientes. Se puede hacer
el estudio completo, unificado, preciso y elegante de la superficie y de sus curvas propias utilizando la
formulacion vectorial y las expresiones diferenciales.

En cuanto al volumen de calculo, incluido los controles numéricos que se pueden realizar, no tiene
importancia si se utiliza una computadora. Por otra parte, los autores han realizado numerosos
ejemplos numéricos y comprobado la correccion y la exactitud de todas las formulas matematicas.
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Anexo

Simbolos empleados [1] y [9] :
— Radios primitivos de funcionamiento: 't , r’2
— Radios de base : rb1 , rb2
— Radios de cabeza : ra1 , ra2
— Radios activos : rA1 , rA2
— Paso normal y Paso aparente de base : pbn , pbt
— Moédulo aparente de funcionamiento : m’t
— Modulo y Paso aparente de funcionamiento: m'n , p'n
— Angulo de presion aparente de funcionamiento : 't
— Angulo de presién normal de funcionamiento : a'n
— Angulo de inclinacion de base : Bb
— Angulo de inclinacién primitivo de funcionamiento : 3
— Largo del dentado : b
— Altura de cabeza de los dientes : hat , ha2

— Altura de los dientes : h1 , h2
— Factores de calculo adimensionales:

2 Donde
Zi + 2.hai.cos i=1 2 Nai
¢ = : : -1 (68) =1, hai = —  (69)
Zi.cosa t M’n
72 . . . z . .
¢ :m(¢2.cosat_slnat) @:2—1‘(¢1'Cosa‘t_sn’lat)
L. (70) Jr.cos B 71
sin b B 1
 Z.cosan 1) & cos fo.sin fb (73)
7.COSAn b
Je=———mn Je = m.gf . mn+—t 75)
cos S (74) # 2 9 (
— Elementos del Engrane :
Longitudes de Acceso, de Receso y de Recubrimiento :
gr=¢.pn (76 Qa=¢apon  (77) gs=bigph  (78)
+
Relacion de engrane aparente Ea = MCOS o (79)
COSU n
. - b.¢
Relacion de recubrimiento &= m (80)
n
Relacién de engrane total & = &Ea+ &p (81)
Ecuacién de la linea de contacto en el plano de accion :
Y =tgS.Z + Jog — Jv (82)
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