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RESUMEN

El problema de vibraciones libres de placas con presencia de rétulas y de restricciones elasticas en puntos
intermedios, es de interés en ciertas aplicaciones de la ingenieria. Una linea intermedia con rétulas en una
placa, puede ser usada para facilitar la apertura de puertas, la plegadura de portones y para simular ciertas
fracturas. La presencia de las rétulas genera condiciones cuyas expresiones analiticas son anélogas a las
de las condiciones de contorno y complican notablemente la resolucién, tanto analitica como numérica, de
los problemas correspondientes. Es importante notar que no existen estudios en la literatura, del problema
de vibraciones libres de placas gruesas elasticamente restringidas en sus bordes y que ademas posean
rétulas a lo largo de una linea intermedia restringidas elasticamente

El objetivo de este trabajo es la obtencion de los problemas de contorno y autovalores que describen el
comportamiento estatico y dindmico de placas con una linea intermedia con rétula mediante las técnicas del
célculo de variaciones. En el estudio se consideran placas gruesas anisétropas modeladas mediante el uso
de la teoria de primer orden (FSDT) la cual permite considerar los efectos de la inercia rotatoria y de las
deformaciones cortantes transversales. El uso de la teoria mencionada permite obtener mayor precision en
la determinacién de los coeficientes de frecuencia correspondientes a los modos superiores de vibracion
aln para el caso de placas delgadas.

Palabras Claves: Placas, FSDT, Rétulas Intermedias, Calculo de Variaciones, Problema de Contorno.
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1. INTRODUCCION

La denominada teoria de placas de primer orden, conocida por sus siglas en inglés FSDT, extiende la
cinematica de la teoria clasica de placas (CLPT) incluyendo una deformaciéon transversal por corte
constante en el espesor de la placa. El efecto mas significativo de incluir deformaciones transversales por
corte se observa en la prediccion de los valores de las deflexiones, frecuencias y cargas de pandeo. Es
conocido que la teoria clasica de placa predice por debajo los valores de las deflexiones y produce valores
superiores para las frecuencias y las cargas de pandeo de placas cuando poseen relacion largo-espesor
igual o menor a 20. Por esta razon es necesario el uso de la teoria de deformacion por corte de primer

orden, en el andlisis de placas relativamente gruesas.

Existe una gran cantidad de textos y trabajos de investigacion sobre la obtencién, mediante el célculo de
variaciones, de las ecuaciones diferenciales y condiciones de contorno que describen el comportamiento
estatico y dinamico de placas [1-3]. No obstante, todas estas obras tratan el caso de placas is6tropas y
bordes con apoyos clasicos, es decir simplemente apoyados, rigidamente empotrados y libres. En las
referencias [4] y [5] se trat6 el problema de placas anisétropas restringidas elasticamente y con contornos
gue poseen puntos angulosos. Por otro lado, existe una cantidad limitada de trabajos que contemplan la

presencia de lineas intermedias con rétulas en una placa [6-8].

Por ello, el objetivo de este trabajo es obtener las ecuaciones gobernantes, las condiciones de contorno, y
las condiciones de transicién o compatibilidad, que gobiernan el comportamiento estatico y dinamico de una
placa anisotropa basada en la cinematica de la FSDT, de forma arbitraria, con bordes elasticamente

restringidos y con una linea intermedia con rétulas restringidas a rotacion.

2. COMPONENTES DE LA ENERGIA POTENCIAL.

Se estudian placas gruesas de material anisotropo con bordes elasticamente restringidos y con una linea
intermedia con rétulas restringidas contra rotacion tal como se puede observar en la Figura 1. Se supone
gue la placa esta sometida a cargas perpendiculares al plano medio y esta constituida por un apilamiento de
capas ortotropas de manera tal que en conjunto forman un esquema de laminacioén simétrico con respecto

al plano medio. Los desarrollos se basan teniendo en cuenta las hipétesis cinematicas de la teoria FSDT.

2.1.Energia de Deformacién de la Placa Anisotropa
De acuerdo con las hipétesis y restricciones establecidas anteriormente, la energia de deformacion por

flexion transversal de la placa anis6tropa, se expresa de la siguiente manera
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Figura 1: Pardmetros geométricos y mecéanicos de una placa con una linea intermedia con rétulas restringidas

elasticamente contra rotacion.

donde Dl.(jk) (:vl,mQ) y A[(f) (ml,%),k = 1,2 denotan las rigideces flexionales y extensionales de la placa en

R, 'y estan dadas por

h(.z:l,.zrz)/Z h(zl,zz)/Q
ijk) (Il, ZEQ) = f Q,(jr)w;d:pg, 1,7 =1,2,3, Af]k) (Il, ZEQ) =K f Qg")dxg, 1,7 = 4,5, @)
711,(1,1 AT )/2 7}1(1] \T )/2

donde K es el factor de correccion por corte introducido para tener en cuenta la diferencia entre las fuerzas

de cortes reales y las predichas por la teoria FSDT y Q(;) son los elementos de la matriz constitutiva de la

capa r del laminado simétrico. Ademas w = w(xl,xQ,t) es la deflexién transversal de los puntos del

plano medio de la placay ¢ = ¢ (ml,x2,t) yo =¢ (ml,x2,t) denotan las rotaciones de la seccién
12 1,2 (Ll .’Ll

transversal alrededor de las coordenadas = e y respectivamente.

2.2. Energia de Deformacion de los Vinculos Rotacionales y Traslacionales.

Si se supone que las restricciones rotacionales estan caracterizadas por las constantes de rigidez
cﬁ(s),cﬁ (s) y las restricciones traslacionales por ¢, (s),cT (s), las energias de deformacién de los
12 c

vinculos rotacionales y traslacionales estan dadas por:

U, = %ifp ¢y (s)9, ds + %fr ¢y (9) ((251_1 (c+,x2,t) —9, (c’,ycz,t))2 ds, ©)
P )
Uu,= %Zz;fr c;i)(s)des —5—%]; ¢y (s)w’ds, )

donde s denota la longitud de arcoyes I', = 9JdR. — T . Lalinea I’ = {(c, :cQ) € RZ} es la parte comin
1 i c c

alos contornos OR,, OR,, y ¢ denota la rotacion alrededor del la coordenada s. Las rotaciones alrededor

V. Quintana; R. Grossi / Problema de Contorno y Autovalores de Placas Gruesas con una Linea Intermedia con Rétulas.



Segundo Congreso Argentino de Ingenieria Mecanica
I CAIM 2010 - San Juan - Noviembre 2010

de las coordenadas s y n, denotadas por ¢ y ¢ respectivamente, estan relacionadas con los

desplazamientos ¢y ¢, mediante las relaciones (ver Figura 2) :

(ﬁ" = ”2%2 - nl(ﬁzl’(ﬁs - n1¢zz - n2¢11’

donde n, = cosa y n, = cos 3.

dy = dscosa = dsn,

dz = —dscos 3 = —dsn,

Figura 2: Relacién de coordenadas curvilineas y rectangulares.

2.3. Energia Cinética de la Placa Anisotropa

La energia cinética para cualquier instante de tiempo ¢ se puede expresar de la siguiente manera,

) 2 2
1< o | Ow 1[99, 0¢
== 11 {—] + I == +|—=2] ||dzda (5)
2 ;fffv "\ ot | ot ot e
donde
h,(z] ,zz)/Z h('rl ,mz)/Z h3
i i 2
Io():’o0 f dz—p0h<1, 2) IQ():pO f Zdz:p()ﬁ(xl’x?) ®)
Jl(zl Ty )/2 *h(zl'zz )/2

2.4. Energia Potencial de las Cargas Exteriores

La energia potencial debida a una carga transversal ¢ = q(:cl,:cQ,t) actuando sobre R, en un instante ¢

esta dada por:

= ——fo xl,xz,t wd:z: dz, (7

donde

1), Vx € R,

q(z,z,,t) = e
v q(Q)(m,mz,t),VxeRQ.

3. VARIACION DEL FUNCIONAL DE ENERGIA
Si se aplica el Principio de Hamilton y luego se reemplazan las expresiones obtenidas para las distintas
energias que intervienen en el funcional y que estan dadas por las expresiones (1), (3)-(5), (7), y se

obtiene:
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—fr cfl;)(s)gbfals—fF A (syw'ds

—fr( Cp (s) {d)la r ds— fr ¢ (s)des} dt

donde [Q } denota la diferencia d)zl (c+ z t) - (b% (c’ T t).

;) 179 Y9
Dado que en este caso el funcional involucrado depende de varias funciones, es conveniente introducir la

funcién vectorial u = (w (xl,xQ,t),qﬁz (:cl,:c?,t),qﬁz (:1:1, :z:2,t>) . En consecuencia el funcional (8) depende de

u, o0 sea se puede escribir ' = F (u)
La condicién de funcional estacionario requiere que la variacién primera dada por:

dF(u+ev)

9
5 ; ©)

OF (u;v) =

se iguale a cero para toda direcciéon v admisible.

La aplicacion de las técnicas del calculo de variaciones, requiere imponer las siguientes hipotesis

1V(x),1,(x),€ C(R,),q"(+,t) € C(R,), D)) (x), A} (x) € C'(R,), w(x2).0, (x2),0, (x2)€ C*[t,t,],

0 7Tk

w(ot)o, () €C(R). o, (+)eC(R) v w(ot), .6, (8] .0, (~8] €C*(R).i=12 donde

o R
R = R UOR. Siseintroduce el espacio U = (02 (Rz) x C? [tn,tl])g ,resultaque u € U .
Teniendo en cuenta estas observaciones y que el Principio de Hamilton requiere que entre los instantes ¢,
y t, las posiciones sean conocidas, el dominio del funcional (9) esta dado por

D= {u;u € U,w(-,t),gbmz (-,t) € C(E),u(x,to),u(x, tl),prescripto Vx e R } (10)

Las Unicas direcciones admisibles v en u&D son aquellas para las cuales u+eveD para ¢

suficientemente pequefio y §F (u; v) existe. En consecuencia, teniendo en cuenta (10), v es una direccién

admisible en u para D siysolosi v €D, donde

D, = {v;v c U,w(%t),@z) (.,t) € C(E),V(Xt

770

),v(x, tl),prescripto Vx € R } (11)

La aplicacion de (9) en el funcional (8) y el posterior desarrollo y reagrupacion de los términos conduce a
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= ~ 0w v |09, On d¢, On _On _On
OF(u.v) = I(z)__+I(l) ! ! 4 Ty ) M(Z) ! 4 M(L) ) +
(w.v) ﬁ |2 fH[ “otot P |ot at ot It Y9z, P O,
| On, On, (o
HHY |+ 4+ Q) [+, | +Q —+77 +q"v|dx,da, | — (12)
oz, Oz, Oz, T
7‘[r C?(s)qﬁnnnds—fr A (sywvds —fr Cp (s){d)mlHnm]}dsffF ¢ (s)wvds}dt
donde
(i) (i) a(bﬂ (i) a¢mz (i) 8% ¢T2
M1 = 7| *u 9 +D12 + D16 + (13)
T, O, O, O,
(i) (i) ‘ (i) 0 T (i) ‘ a¢’
M = —| D =+ D L+ D! -+ , 14
2 2 Oz, 12 Oz, 26 Oz, O, (14)
(i) (i) 9¢, (i) o¢, | = 09,
H 2 D 2 1 + 2 2 _|_ D 1 1 2 15
12 16 axl 26 8.’132 66 8$2 axl ( )
; 3| Ow 3| Ow
(i) (i) (1)
= —+ + A |—+ o ||, 16
QZ 44 8 xQ ¢z 45 a xl ¢J'1 ( )
; 2| Ow ow
(i) (i) (@)
— —+ + A —+ 0, 17
Ql A5 8$1 ¢ axZ ¢12 ( )
4 aw 811 6¢I 8777 8¢r 8777
Sea la integral = ——+I B e 2 \dx dx.dt . Ya ue
9 ft ffﬂ " ot ot ot ot ot ot b a

u(x,-),v(x,-) eC’ [to,tl] se puede integrar por partes con respecto al tiempo ¢ y si se aplica la condicion

v(x, to) = v(x, t1> = 0,Vx € R, establecida en (11), se obtiene

W= LT
L e

o¢, On,  0¢, On,

i Ow dv g0 n
ot Ot ot ot

ot ot |

96, 8¢, ‘
—tn + =1, dx.dx, —
t

ot " Ot e

2 2
4 y 0w |07, ',
_ (4) (i) k2 ,
»/:‘,(. -.[-‘.[‘R7 IO atQ vt IZ atQ 7711 + atQ 777’2

99, o)

dmldmzdtz

dz dz,dt =

t 0w _ :
= (1) () 1 x,
_7‘/;“ ffR Iy e v+ 1, o7 n, + o7 n, ||dxdz,dt

(18)

) t ) 3771,

Se analiza ahora la integral J;” = f ' f Ml“) a—ldmld%dt . Si se aplica una vez la férmula de Green a
{ R, X
1

la expresion anterior se obtiene:
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(i)

oM
f MY UND Wds — f Ra—xln%dxld% dt (19)
‘ 1

ff MY —d:z:da:dt f

Si se procede de igual forma con las integrales restantes que intervienen en la Ecuacion (12) se obtiene la

variacion del funcional buscada:

82 aQ(f) aQ(l)
SF (u;v L~ 2 4"\ vde dz, +
( f ff [ 3xl 3% 4 172
82¢> oMY 9H g2 oM 9H
+ _I(z) _«Tq_'_ (@) 2771 T2 S (@) Ty 4 (1) _ 2 12 dz dz +
ff& [ 2 8t2 Ql ax 8$2 z, 2 8t2 QQ ax2 axl ’rlzz 1 2 (20)

+LB(M1”)7L +H nz)n ds—f—f( n +H12n17)17 ds—l—f( n()-i-Q ”)vds

_ fl Cp, (s) {Qf)l,l } [711_l } ds— fl ¢ (s)wvds} dt

4. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES GOBERNANTES Y DE LAS CONDICIONES
DE CONTORNO.

i

(4) ()
- Cr (8)p,m ds — f1 . ¢, (s)wvds

i

De acuerdo con la condicion de funcional estacionario, la expresion (20) debe anularse para la funcion u

gue describe el desplazamiento de los puntos del plano medio de la placa, para todas las direcciones
admisibles v, y en particular, para todas las v admisibles que satisfacen en cada contorno JOR, las

condiciones:

v(x, t)| =01, (x, t)| =01, (x, t)| =0, =12 (21)

R, R, oR,

Para tales funciones la condicién de funcional estacionario se reduce a:

: 3 w_0Q" 09
OF (u,v f ff [ o — o, +q" |vdz dz, +
¢, GMf“ oy
+ff + QY o oa, n, dx dx, + (22)
oMy’  OH|)
(i) 2 _
+ff +Q," — oa, 63:1 n, dv,dz, | dt =0, Vv € D,

Si la funcion q(x,zﬁ) es continua y se tiene en cuenta que v es una funcion arbitraria suave que satisface

las condiciones (21), se puede aplicar el Lema Fundamental del Calculo de Variaciones y se obtiene:

(i) ()
06 n 00, _ ¢ + 10 Ow _ 0,
O, Oz, o’
oMY oHY 09,
+ 2 _ W o il B 0, 23
oz, oz, @ o 23)
oMy oHY 0%,
24— QU4 —2=0Vx€ER,i=12Vt>0.

oz, Oz 2 ST

1

Las Ecuaciones (23) son condiciones necesarias para que se verifique la Ecuacion (22).

Si se reemplazan las expresiones (13)-(17) en (23) se obtiene:
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0 | ;| 0w ) Ow ) | Ow A ow ; 5 0*w
A |t — 4o ||+ A |+, |[+AY | =+, ||[+¢" =1)"—,
Oz, & oz, ¢ " | Oz, ¢’2 oz, | |0, 2 | oz, % 1 "ot
9 | o 99 o , 09, Do 09, N 99, AP 99, o 09, L po 09, N 99,
Oz, " Oz, 12 Oz, 16 oz, oz, oz, 16 Oz, % Oz, 66 oz, Oz,
2
Ow N ow 09
— —+ —i—A(” —+ =0
AEo axl (b 45 a 2 ('b 2 at? (24)
9| . 0¢ 00, |06, 09 9| . 00 00 |99 ®,
D(t) ) 4 D(t) ) + D(!) ) + Ty + D(i) ) + D(L,> 2 D(i) 1 o[
Oz, 12 Oz, 2 Oz, % Oz, O, Oz, 16 O, % O, 66 Oz, O,
U A ) TR I “, NVxXxER,i=12VYt>0
44 ax z, 45 8$ @ 2 atQ i

Las tres ecuaciones diferenciales de segundo orden (24) describen el comportamiento dinamico y estatico

(82u/8t2 = 0) de la placa vibrante en términos de los desplazamientos generalizados mientras que las

ecuaciones diferenciales (23) estan expresadas en términos de las fuerzas resultantes.
Si ahora se remueve la restriccion (21), y se tiene en cuenta que u debe satisfacer las Ecuaciones (24), la

expresion (20) se reduce a:

oF (wv) = [* {ZZ;

o v [, (i

0

f (Q”n”JrQ )vds f ¢77nd5—f’ ) (sywvds

- j;ncRu<s>[¢,1H} - <>wvds}dt

Por conveniencia, los desplazamientos ¢ y ¢ se expresan en funcion de la longitud de arco s del
2, v,

_ (25)

contorno R, y la distancia n medida desde el contorno y a lo largo de la normal exterior a R, (ver

Figura 2), esto es:

¢:rl = n1¢n - n2¢s’ ¢Tl = n2¢n + n1¢s (26)

De acuerdo con la expresion (26) la integral f Cp (s) [gbﬂ Hn }ds puede escribirse como
T 12 Ty Iy

ff, Cy. (3){@1”7711}033: fr Cy. (5)[@1}(”;2)7% (c ,xz,t)fn( )17 (c ,xz,t)Jr

(27)
+n§)77 (c ,a:z,t) (1)7]7 (c ,xZ,t» ds
Los vectores normales unitarios en la linea I'  de cada subdominio R estan dados por (ver Figura 1):
i =(1,0), @ =(-1,0) (28)

El reemplazo de las expresiones (28) en la integral (27) conduce a

ff,‘ Cr. (s) [nglenIl}ds: _fr( Cy, (s) [%J(m (c , T, >+ n, (c ,mQ,t>)d (29)

Finalmente el reemplazo de la expresion (29) en la expresién (25) conduce a
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()= S5 (ot () (0~

0

i i i N (30)
—I—fp (Mfl')n" + Mfw)ns + Q,(L >v>ds + fr Cy (s) [cﬁzl}(nn (c+,1’2,t> +1, (c ,1’2,25>) ds— fr Cp (s)wvds} dt
Donde @, M, M estan dados por:
Q=" + Q. (31)
. A\ 2 . A\ 2 . . .
MO = M0 (o0 4 0 (a0 + 2000 @
. . . . . . £\ 2 1\ 2
MO = (M = M)l + Y [(n;w) — () J 33)

Teniendo en cuenta que es posible elegir independientemente v, 7y 7 Yy que el intervalo [to,tl] es

arbitrario, la condicién de funcional estacionario 6F (u7v) =0,vv eD,, lleva a las siguientes condiciones

de contorno naturales del problema:

(80, =M"| i=12 (34)

c(T‘) (s)w‘r = fo) o 1=1,2. (35)
(@) — -

M P 0,72=12. (36)

Las Ecuaciones (34), (35) y (36) conducen a las siguientes condiciones:

()9, on " mlon’ @37
“ <8)‘0R =@, ‘81% ’ (38)
ns|9p = 0 (39)

donde @ ,M 'y M,  estan dados por las ecuaciones (31)-33) y Q,M ,i=12 y H ,6 dados por las
Ecuaciones (16), (17) y (13)-(15) cuando el supraindice (i) es eliminado. Las expresiones (37)-(39) son las

condiciones de contorno a lo largo de OR.

5. DERIVACION DE LAS CONDICIONES DE TRANSICION.

Adoptando direcciones admisibles v, 7y 7 adecuadas la Ecuacion (30) se reduce a

oF (u;v) = f: {ZZ; fr (Mf;)nn + Mfl_';)ns + Qi”v)ds -
_fD Cy (s) [(l)w1 }(nn (c+,x2,t) +n, (C’,mwt)) ds— fr Cr (s)wvds}dt

Se analizan ahora la integral f (Mf)n“ +Mfg)779 +Qfll)v)ds. La linea I' puede ser representada
F 3 L E L c

c

(40)

paramétricamente por la funcién a(r):(al(r),az)(r)),re[a,b] donde a es cero y b la longitud
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correspondiente de la linea de rotulas. Teniendo en cuenta que en este caso el vector normal unitario esta

dado por 7" = (1,0) y las Ecuaciones (31)-(33) se obtiene:

Q" =Q",=Q (c.nt), (41)
MY =M =M, (¢,n.t), 42)
M = HY) = H,(c",m,t). (43)
Reemplazando las expresiones (41)-(43) en la integral curvilinea, se obtiene:
: M ds = Lb M, (c",r, t) n, (c",r, t)dr, (44)
. MY ds = j;b H, (c’, r,t)nﬁ (C’, T, t)dr, (45)

fr Qfll)vds = J;b Q (cf,r, t)v(c’,r, t)dr, (46)

donde se adoptd o (r) = ¢ ,a,(r) =7y r = x,.

En el caso de la integral fF (Mff)n“ +M%n + fo)v)ds, se obtiene:

QY = Q= —q, (¢".r1), (47)
M? = M1(2> =M, (c*,r, t), (48)
MP = HY = H, (c",n,1). (49)
y las expresiones de las integrales curvilineas:

MOnds= [ M (c"b—rt)n (¢ o—rtldr=[ M (c",rt)n (¢ rt)dr (50)

r, n n Ob ' 1 n ab 1 n
. Mfi)nsds = fub H, (c+, 7’715)7)5 (c+,r, t)dr (51)
fF( QVvds = —fab Q (c+,r, t)v(c+,7’, t) ds. (52)

Finalmente de (40), (44)-(46) y (50)-(52), mediante un procedimiento analogo al usado en la determinacion

de las Ecuaciones (34)-(36) resultan las siguientes condiciones de transicién del problema:

Cy. (.772)((;5Tl <c+,x2,t) -9, (c",xQ,t)) =—-M, (c+,x2,t) =—M, (c",xZ,t), (53)
H, (c’,x,z,t) =H, (c*,xz,t) =0, (54)
¢ (x2>w(c,x2,t) =Q (c’,xz,t) -Q (c*,xz,t). (55)

Dado que w (-,t),qb (-,t) eC (E) , existe continuidad de esos desplazamientos en el punto (c*,%) y esto

Ty

genera las coediciones de transicion:
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w(c’ z t):w(c+,x2,t):w(c,x2,t),x2 E[a,b], (56)

9799

_ 57
(ﬁzz (c ,:172,1$>:(;5ZZ (c*,:ch,t):%2 (c,x2,t),x2 E[a,b]. 57)
En resumen las condiciones de transicion del problema estan dadas por las Ecuaciones (53)-(57).

Si se adoptan diferentes valores y/o valores limites de los pardmetros de restriccion Cn, (:cz) y e (:c2> se

pueden generar diferentes situaciones.

6. CONSIDERACIONES FINALES

Se demostro que el calculo de variaciones es una formidable herramienta matemética para obtener a partir
de la teoria de placas de primer orden (FSDT) el problema de contorno y autovalores que describe el
comportamiento estéatico y dinamico de placas anisotropas de forma arbitraria con contorno regular, bordes
elasticamente restringidos y con una linea intermedia restringida contra traslacion y con rétulas restringidas
contra rotacion.

Las ecuaciones diferenciales fundamentales que gobiernan el problema de la placa fueron obtenidas
dividiendo el dominio entero de la misma en dos subdominios, mediante la linea de rétulas. Un producto
esencial que proporcioné el calculo de variaciones son las condiciones de contorno y en particular las

condiciones de transicion, tanto geométricas como naturales.
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