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RESUMEN

La necesidad de resolver las ecuaciones diferenciales no lineales que gobiernan las deformaciones en
columnas y vigas se presenta con frecuencia al resolver problemas de estabilidad. Aunque en algunos
casos es posible encontrar la solucion exacta de este tipo de ecuaciones, la mayoria de ellas no pueden ser
resueltas aplicando un procedimiento analitico.

Una solucion aproximada puede obtenerse aproximando la ecuacion diferencial no lineal por medio de una
ecuacion diferencial lineal cuya solucién exacta puede ser determinada rapidamente [1]. Otra opcion,
consiste en resolver numéricamente la ecuacion no lineal planteada utilizando un método adecuado [2].

Si bien la aplicacién del primer procedimiento ha dado muy buenos resultados y aun lo sigue haciendo, es
importante notar que se trata de una metodologia que presenta fuertes limitaciones en cuanto a las
posibilidades de analisis.

Por esta razén, es que la solucién numérica de este tipo de problemas se ira convirtiendo en la norma, en
lugar de la excepcidn, ya que una solucién “aproximada” de un modelo real de un problema mecanico suele
ser mas precisa que la solucién “exacta” de un modelo matematico simplificado.

En el presente trabajo se mostrard una ventana personalizada, generada en MAPLE 11, donde el alumno
por medio de su manipulacién podra comparar las soluciones obtenidas al aplicar los dos procedimientos de
aproximacién mencionados, asi como también, analizar las ventajas y desventajas de la aplicacion de tales
procedimientos [3].

Por otra parte, la incorporacién de este tipo de herramientas en el aprendizaje de los alumnos permitird que
los mismos experimenten y puedan comprender la influencia de algunas variables sobre la solucion y asi
dar respuesta a algunas preguntas como “¢,qué sucede si ...?".

Es decir, los alumnos podran adquirir una percepciéon del fenémeno fisico en estudio sin necesidad de
realizar calculos tediosos y sin que les demande demasiado tiempo.

Palabras Claves: Columnas, vigas, diferencias finitas, Maple, ventanas personalizadas.
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1. INTRODUCCION

Una de las herramientas fundamentales del ingeniero consiste en el “calculo”, esto es, la prediccion
cuantitativa del comportamiento de un sistema. Para ello, debe hacer uso de conceptos fisicos y
matematicos, ademas de cuestiones relacionadas con el estado del arte del problema en estudio, para
formular un modelo matematico adecuado. Dicho modelo no es mas que un sistema de ecuaciones cuyas
incognitas representan magnitudes de interés que permiten describir el comportamiento del objeto bajo
andlisis.

Para llevar a cabo la prediccion en si misma, el ingeniero debe resolver las mencionadas ecuaciones para
dedicarse, a continuacion, a la interpretacidn técnica y al analisis de los resultados.

En muchas situaciones, los modelos pertinentes involucran problemas gobernados por ecuaciones
diferenciales no lineales.

Debido a la gran dificultad para obtener soluciones analiticas de las ecuaciones aludidas, la ingenieria ha
recurrido a soluciones aproximadas utilizando dos procedimientos distintos: aproximando la ecuacion
diferencial no lineal por medio de una ecuacion diferencial lineal cuya solucion exacta puede ser
determinada rapidamente o resolviendo la ecuacién no lineal planteada utilizando un método numérico
adecuado [1-2].

Si bien la aplicacion del primer procedimiento ha dado muy buenos resultados y adn lo sigue haciendo, y es
lo que constituye la denominada “ingenieria practica”, es importante notar que se trata de una metodologia
que presenta algunas limitaciones en cuanto a las posibilidades de andlisis, hecho que se hace mas
evidente si se consideran las posibilidades que presenta la tecnologia moderna.

En el presente trabajo, se mostrara una ventana personalizada donde los alumnos en el bloque de Andlisis
Numérico de la catedra Célculo Avanzado, por medio de su manipulacion y visualizacién, podran comparar
las soluciones obtenidas al aplicar los dos procedimientos mencionados a las ecuaciones diferenciales que
gobiernan las deformaciones en columnas y vigas, analizar las ventajas y desventajas de la aplicaciéon de
tales procedimientos y, fundamentalmente, darse cuenta de la importancia y aplicabilidad de los métodos

numéricos estudiados en problemas propios de la especialidad.

2. EMPLEO DE LOS METODOS NUMERICOS EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERNCIALES
Existen diversas razones por las cuales cada vez es mas necesario acudir a un método de aproximacion
numeérica para resolver problemas modelizados por ecuaciones diferenciales cuya solucién analitica no es

obtenida facilmente. A continuacion, se detallan las mas importantes.

2.1. Una mejor elaboracién de modelos

Se debe establecer una distincién entre un problema del mundo real y el modelo matematico, que es una
representacion idealizada del mismo.

Las soluciones que se obtienen son las soluciones de los modelos matematicos, y el grado de aplicabilidad
de estas soluciones a los problemas fisicos reales depende de la precision del modelo. Una solucién
“aproximada” de un modelo real de un problema de ingenieria suele ser mas precisa que la solucion

“exacta” de un modelo matematico muy simplificado.
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2.2. Flexibilidad

Los problemas de ingenieria a menudo requieren estudios paramétricos extensos con el fin de entender la
influencia de algunas variables sobre la solucion y asi elegir el conjunto correcto de variables y dar
respuesta a algunas preguntas de “¢qué sucede si ...?". Se trata de un proceso iterativo que es tedioso en
extremo y requiere de mucho tiempo si se realiza a mano. Las computadoras y los métodos numeéricos
resultan adecuados para esos calculos y con ellos se puede resolver una amplia gama de problemas
relacionados mediante pequefias modificaciones en el codigo o las variables de entrada. En la actualidad es
casi inconcebible realizar cualquier estudio significativo de optimizaciéon en ingenieria sin el poder y la

flexibilidad de las computadoras y los métodos numéricos [4].

3. ECUACION DIFERENCIAL DE LA CURVA ELASTICA
Por la accion de cargas transversales una viga se flexiona, deformandose asi su eje longitudinal segin una
linea curva. En la practica de ingenieria suele ser necesario determinar las desviaciones respecto de la
posicion original, es decir, las flechas, en diversos puntos a lo largo del eje de la viga [1].
Para deducir la ecuacion diferencial que gobierna esta deformacién, denominada ecuacién diferencial de la
curva elastica, se utiliza la relacion entre la curvatura x y el momento flexionante M. Se puede demostrar
que la curvatura de la viga esta dada por:

v’ ™

K=——— = —
3 EO

[L+(y)?]2

@

donde y es la flecha o desviacion de un punto del eje de la viga respecto a su posicion inicial y el producto
E [l es larigidez flexional de la viga. Derivando la expresion (1) con respecto a x y teniendo en cuenta que,

dM
V=—"o 2
™ )

= —d_v
dx

®3)

donde V es la fuerza cortante y P la carga, se obtiene:

|y P
w2 =|"Eo “)

[L+(y)?]2

La ecuacion diferencial no lineal de segundo orden (4) sujeta a determinadas condiciones en los extremos
constituye lo que matematicamente se denomina problema de frontera. Aunque es posible encontrar la
solucién exacta de una ecuacion diferencial no lineal sujeta de determinadas condiciones, la mayoria de
ellas no pueden ser resueltas aplicando un procedimiento analitico. Por esta razén, una solucion
aproximada puede ser obtenida aplicando uno de los dos procedimientos que se detallaron en la

introduccion.

M. Caligaris; G. Rodriguez; L. Laugero
El uso de ventanas personalizadas en el estudio de las deformaciones de columnas y vigas



Segundo Congreso Argentino de Ingenieria Mecanica
I CAIM 2010 - San Juan - Noviembre 2010
3.1. Aproximacién de la ecuacion diferencial no lin eal por medio de una ecuacién diferencial lineal
Una alternativa para poder resolver el problema de frontera planteado, consiste en sustituir la ecuacion
diferencial no lineal por una ecuacién diferencial lineal cuya solucion exacta puede ser determinada sin
inconvenientes.
En la mayor parte de los casos de disefio practico, sélo se producen flechas muy pequefias en las vigas [1].

Por lo tanto, la curva elastica sera muy aplanada. En consecuencia, puede suponerse que:

d%y M
K=—2-=——— 5
dx?> EO ®)
De esta manera, la ecuacién diferencial de la curva elastica queda simplificada de la siguiente forma:
d* P
_i’ = (6)
dx EO

3.2. Resolucion numérica de la ecuacion diferencial no lineal

Uno de los métodos numéricos mas aplicados para resolver ecuaciones diferenciales sujetas a condiciones
de frontera es el método de diferencias finitas.

El método de diferencias finitas consiste en discretizar la ecuacién diferencial. En primer lugar, se divide el
dominio de andlisis en una red de puntos. Luego, se reemplazan las derivadas en la ecuacion diferencial por
aproximaciones de cocientes de diferencias adecuadas. Asi, por ejemplo, la aproximacion en diferencias

finitas de la derivada de segundo orden esta dada por:
Y(Xis1) = 209(%;) + y(Xi-1)
h2

donde x; es uno de los puntos de lared y h es la distancia entre dos de ellos.

y'(xi) = ()

De esta manera, al sustituir cada derivada por su correspondiente aproximacion se obtiene una expresion
general que permitira escribir cada una de las ecuaciones algebraicas que constituyen el sistema de
ecuaciones de diferencias finitas. Por medio de la solucién de dicho sistema, se determina el valor de la

funcién incognita en los puntos seleccionados.

4. GENERACION DE VENTANAS PERSONALIZADAS

La ventana personalizada que se presenta en este trabajo es un MAPLET, es decir, una interfaz grafica a
medida del usuario realizada en MAPLE, que accede a su motor de célculo. Aunque para generar
MAPLETS se usa el entorno Java, no hace falta saber programar en este lenguaje para disefarlos y
hacerlos funcionar, aunque si es necesario tener una nocion de programacion en MAPLE [3].

La idea de este desarrollo propio es mostrar a los alumnos la importancia de la aplicacion de los métodos
numéricos en problemas propios de la especialidad, como lo es la deformacion de vigas o columnas.

De esta manera, los alumnos podran visualizar rapidamente y en una interfaz amigable, los distintos
resultados que se obtienen cuando se aplican los dos procedimientos de aproximacién o cuando se
modifican, por ejemplo, las condiciones de frontera o se cambia la carga a la cual estd sometida la viga.

Asi, el alumno podréa focalizar su atencion en el problema que se esta analizando, sin preocuparse por los

comandos necesarios para obtener tales soluciones.
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4.1. Ventana personalizada de flexién de vigas con  carga uniforme

La necesidad de resolver las ecuaciones diferenciales no lineales que gobiernan las deformaciones en vigas
se presenta con frecuencia al resolver problemas de estabilidad. Aunque en algunos casos es posible
encontrar la soluciéon exacta de este tipo de ecuaciones, la mayoria de ellas no pueden ser resueltas
aplicando un procedimiento analitico. Es por ello que se eligié este tipo de problema para que los alumnos
puedan ver la aplicabilidad de uno de los métodos numéricos estudiados en el bloque de Andlisis Numérico
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

En la ventana principal del MAPLET, que se muestra en la Figura 1, se presentan cuatro vigas cargadas

uniformemente, con diferentes tipos de apoyo.

Flexion de vipas con carga uniforme

Empotrada - Empotrada Empotrada - Libre
| 3
— Ver ejemplas — Yer ejemplos
{ f
Empotrada - Articulada #Arkiculada - Articulada

|
— Yer ejemplns ‘ l Ver ejemplos
| RN RISy

Figura 1. Ventana personalizada de flexiéon de vigas con carga uniforme

Para la utilizacién del MAPLET, se debe presionar sobre el botdn Ver ejemplos correspondiente a cada uno
de los tipos de apoyo a los que puede estar sujeta la viga. Al presionar cada uno de estos botones, se abre
una nueva ventana, como la que se observa en la Figura 2.

En cada una de estas ventanas, se proponen cinco problemas donde el alumno no sélo podra hacer
comparaciones y analizar las ventajas y desventajas de las soluciones obtenidas al emplear el método de
diferencias finitas (solucion discreta) o al resolver la ecuacion diferencial lineal simplificada (solucién
continua), sino que también podran extraer distintas conclusiones al ver como cambia la solucion obtenida
al modificar los distintos parametros que influyen en la misma, como por ejemplo, la carga a la que esta
sometida, la seccion transversal o el material con el que esta construida la viga.

En todos los problemas se utiliza el sistema internacional para las unidades.

Si se quieren observar las aproximaciones obtenidas y calcular la diferencia que hay entre ellas en cada
punto basta con pulsar el botén Ver tabla de valores que se encuentra en la parte inferior de la ventana.

En esta nueva ventana se podran ver, en forma de tabla, la deflexién en cada uno de los puntos
seleccionados utilizando los dos procedimientos y su diferencia, en valor absoluto. De esta manera, como
se puede observar en la Figura 3, los alumnos podran establecer comparaciones entre los distintos

procedimientos sin necesidad de efectuar tediosos calculos.
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Viga empotrada - empotrada [E

Ejemplas Enunciado

Hallar la deflexion v{x) de una viga de madera de 4 m de longitud cuya seccidn transversal s da

Problema 1 | .0,06 m de ancho v 0,10 m alto, que eska sujeta a una carga uniforme g = 1500 MNim,

Graficos

0,020 ~

_-:-9—-._\_\_\‘
Problema 2 //

1 o
0015

Problema 3 0010 ] \

0,005 4 \

Problema 4 1 \

Problema 5

"~
=

Zalculo de errores

‘er tabla de valores ]

‘olver Salir

Figura 2. Ventana personalizada de flexion de vigas con carga uniforme

Tabla de valores rg|

x 51 52 |5i-52|
3333333333 . 1367233951e-2 .1367369204e-2 852537
BEERAGEAGT 6172839506e-2 _617318764%e-2 343143e-6

1 .1125000000e-1 .1125082818e-1 82518e-6
1.333333333 1580246914e-1 1580366818e-1 119904e-5
| GEGEEEEET 180047209%-1 1800563638e-1 131535-5

2 .2000000000e-1 .20001324836-1 .132483e-5
2333333333 18904320991 _1890563638e-1 13157965
2666666667 15302469 1d4e-1 1580366318e-1 .119904e-5

3. .1125000000e-1 .1125082818e-1 82818e-6
3.333333333 6172839506e-2 _617318764%e-2 348143e-6
3666666667 | 1867283951e-2 _1867369204e-2 852537

[ o e e e e

31 = Bolucion exacta de la ecuacion nealizada

32 = Solucidn numeérica de la ecuacion no hneal

Wiolver Salir

Figura 3. Tabla de los valores obtenidos
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4.2. Algunos ejemplos de uso
El uso de este MAPLET por parte del alumno no sélo permite que éste se dé cuenta de la aplicabilidad de
los métodos numéricos estudiados en problemas propios de la especialidad sino que hace posible que se
modifique la forma de ensefiar, permitiendo incorporar la “visualizacion” y la “exploracion” en las actividades
de los estudiantes [5].
Debe notarse, que la capacitacién que se requiere para utilizar este tipo de herramienta es minima debido a
gue las ventanas presentan una interfaz muy sencilla de interpretar y manipular, lo que posibilita una mayor
concentracion en los conceptos que se quieren destacar o profundizar.
En un primer ejemplo, los alumnos podran determinar con facilidad la influencia de la carga a la que esta
sujeta una viga de hierro fundido de 3 m de longitud, empotrada — articulada, y cuya seccion transversal es
de 0,05 m de ancho y 0,05 m de alto.
Tabla de valores g|

x 51 52 |s7-52|

2500000000 (1753125000e-2 . 1753245605e-2 . 120605e-6

.5000000000 .6000000000e-2 .6000585602e-2 . 885602e-6
C7500000000 .1139062500e-1 1139258704161 . 234541e-5

1. 1650000000e-1 . 1680388693e-1 . 388693e-5
1.250000000 (2132812500e-1 2133310284e-1 4537734e-5
1.500000000 .2430000000e-1 .243055%424e-1 .55%424e-5
1.750000000 .2526562500e-1 .2527166805e-1 .604305e-5

2. .2400000000e-1 .2400643403e-1 .648408e-5
2.250000000 .2050312500e-1 .2050973518e-1 .661016e-5
2.500000000 .1500000000e-1 .1500576354e-1 .576354e-5
2.750000000 7940625000e-2 7944087535e-2 . 3462535e-5

51 = Bolucidn exacta de la ecuacion linealizada

52 = Solucion numeérica de la ecuacidn no lineal

Yalver Salir

Figura 4. Solucién obtenida cuando g =3000N /m

Tabla de valores E|

x 51 52 |57-52]
2500000000 .5259375000e-2 5262600303e-2 .3225303e-5
5000000000 .1800000000s-1 180239743 1e-1 239743 1e-4
7500000000 .3417187500s-1 .3423540708e-1 63532084

1. 504000000061 .5050531753e-1 105317533
1.250000000 .6398437500e-1 .6411925014e-1 13487514e-3
1.500000000 . 7290000000e-1 730515722621 .15157226e-3
1750000000 7579687500e-1 .7596059681e-1 16372181e-3

t
|
1
1

2. F200000000e-1 7217566538e-1 . 17566538e-3
2.250000000 .A150937500e-1 616884982de-1 17912322e-3
2.500000000 .4500000000e-1 4515626413e-1 .15626413e-3
2750000000 (2382187500e-1 .239158416%-1 . 9396669e-4

31 = Solucidn exacta de la ecuaciin inealizada

52 = Solucidn mumérica de la ecuacidn no lineal

Yolver Salir

Figura 5. Solucion obtenida cuando g =9000N /m
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Tabla de valores

x
.2500000000
.5000000000
7500000000
1.
1.250000000
1.500000000
1.7750000000
2.
2.250000000
2.500000000
2750000000

57
1051875000e-1
.3600000000e-1
B834375000e-1

1008000000
AZT96ETA00
1458000000
1515937500
.1440000000
1230187500
.9000000000e-1
4764375000e-1

Segundo Congreso Argentino de Ingenieria Mecénica

52
1054555630e-1
.3619454295e-1
(6EE5884541e-1

1016536836
1290615450
1470276360
1529192803
1454219642
1244696952
B126817459e-1
4840815432e-1

.19454285e-3
5150954 1e-3

10927950e-2
1227636062
13255303e-2
14219642e-2
14509452e-2
126817459-2
76440432e-3
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X
|&7-52|

.2680630e-4

.8536836e-3

51 = Zolucidn exacta de la ecuacion ineahizada

52 = Bolucidn numeérica de la ecuacidn no lineal

“olver Salir

Figura 6. Solucién obtenida cuando g =18000N / m

Del analisis de las tablas obtenidas, los alumnos podran concluir que la flexiéon de una viga es directamente
proporcional a la carga que soporta.

Otro ejemplo, lo constituye la resolucion del problema que se muestra en la Figura 7, donde la viga se halla

articulada en ambos extremos.

Enunciado

Hallar la deflexian y(x) de una viga de hormigon de 5 m de longitud cuya seccion transwyersal

&% de 0,08 m de ancho v 0,05 m de alko, que esta sujeta a una carga uniforme g = G000 M.

Graficos

0,5
0,5
04 -:-/
03 -
0.2 /

0,14

E P’

Figura 7. Deflexion de una viga articulada — articulada cuando g = 6000N / m
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A partir de la simple visualizacion del grafico, los alumnos podran comprobar experimentalmente que la
aproximacién de la ecuacién diferencial de la curva elastica por medio de una ecuacién diferencial lineal
s6lo es valida cuando se producen flechas muy pequefias en la viga.

Analizando otros problemas, los alumnos podran determinar que la flexion de una viga es mayor cuando el
moédulo de elasticidad del material con el que esta hecha la viga es menor. A modo de ejemplo, se muestran
las graficas correspondientes a una viga de 3 m de longitud, empotrada en un extremo vy libre en el otro,
cuya seccion transversal es de 0,04 m de radio, que esta sujeta a una carga uniforme de q = 3000 N/m y

confeccionada con distintos materiales.

Graficos

0,07 /E/D
0,06 /
0,05 ’E/”/a/
0,04 o /e/ﬂ
4 /Er’,ﬁ
0,03 o
- ‘)fd/ﬂ
002 ’a/“
1 ____c,/d Graficos
0,01 e
-
7 _fa"’r ]
0 o . 05 - .
o 1 | D/}o/
Q,
0.5 o
] o
(a) 0t
03 I
] ,D‘/D
032 - =
-
4 _,9’
e
0.1 A
.-’B-
. —_a.—"a
1] _e_-e—"a- T T 1
] 1 2 3

(b)

Figura 8. Comparacioén de la deflexion de una viga de acero al carbono (a) y de hormigén (b)

Del mismo modo, a partir de otros ejemplos, los alumnos podran observar qué es lo que sucede cuando se
cambia la seccién transversal de la viga o cuando se toma una mayor cantidad de puntos interiores para

obtener la solucién numérica.

4.3. Ventana personalizada de flexion de columnas ¢ on cargas axiales excéntricas

La Figura 9 muestra el MAPLET correspondiente a la flexion de columnas con cargas axiales excéntricas.
Esta ventana personalizada presenta una interfaz muy similar a la de flexion de columnas con carga
uniforme. Por esta razén, no se la analizara en detalle ya que con la misma los alumnos podran analizar y

observar cuestiones parecidas a las planteadas en los ejemplos de la seccién 4.2.
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Flexaon de columnas con cargas axiales excentricas

Empoatrada - Empotrada Empotrada - Articulada Empotrada - Libre articulada - Articulada
< #
<
‘v'erEJBmplns Wer ejemplos Wer ejemnplos Wer ejemplos

Figura 9. Ventana personalizada de flexiéon de columnas con cargas axiales excéntricas

5. CONCLUSIONES

La tecnologia se convierte en un agente de cambio para los procesos de ensefianza y aprendizaje debido a
la posibilidad de manejar en forma dinamica el objeto en estudio en sus distintos sistemas de
representacion. Ademas, abre espacios para que los estudiantes puedan vivir experiencias dificiles de
producir con medios tradicionales como el lapiz y el papel [6].

Por otra parte, el uso de recursos tecnoldgicos promueve la creacion de ambientes que hacen posible que
los alumnos conjeturen, analicen, argumenten, comprueben experimentalmente determinados conceptos
teoricos.

En particular, la herramienta que se muestra en el presente trabajo permite a los alumnos analizar la
diferencia entre la soluciébn aproximada de un modelo preciso y la soluciéon exacta de un modelo
simplificado, asi como también determinar, teniendo en cuenta las condiciones del problema planteado,

cuando es conveniente usar cada una de las aproximaciones para obtener una solucion.
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